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中文摘要

本文提出了一种新的基于微扰法的分析框架，它可以为含预测的动态控制器

提供性能保证。这一框架包含三个互相独立的主要步骤：首先，我们需要对有限

时间最优控制问题（FTOCP）证明两种微扰响应上界；随后，我们利用微扰响应
上界得到次态控制误差的上界；最后，我们再将次态控制误差的上界转化为动态

超额代价的上界。应用这一框架，我们就把动态控制器性能保证的导出化归到对

优化问题的微扰分析。鉴于后者已经有广泛且深入的研究成果，如此我们便可以

简便地在新的系统模型下证明控制器的动态超额代价上界。

为了应用这一分析框架，我们主要关注一类经典的动态控制器，即模型预测

控制器（MPC）。由于模型预测控制器的特性，上述基于微扰法的分析框架可以
相对统一地应用于各种系统模型，我们将其推导过程总结为微扰分析基本定理。

为说明新框架的普适性，我们在一系列系统模型下给出了模型预测控制器的动态

超额代价上界，这些系统模型中包含了预测误差、非线性系统和／或约束条件。

其中，以下系统中模型预测控制器的性能保证结果是首次见于文献：①非线性时

变系统，②含噪声预测误差或一般预测误差的线性时变系统，③含仿射约束的

时变线性二次型调节器系统，和④含一般约束和预测误差的非线性系统。

关键词：微扰分析；最优控制；模型预测控制；动态超额代价
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ABSTRACT

This paper proposes a general perturbation-based analysis framework to provide
performance guarantees for predictive online controllers. The framework can be decom-
posed into three major steps: it first requires the derivation of two specific perturbation
bounds for the Finite-Time Optimal Control Problem (FTOCP), then uses the pertur-
bation bound to bound the per-step error of the online controller, and finally leads to a
bound on the dynamic regret of the controller. In this way, our analysis framework re-
duces the study of performance guarantees for predictive online controllers to the well-
studied problem of perturbation analysis, and thus enabling straightforward dynamic
regret bounds under a variety of settings.

For the application of our analysis framework, we mainly focus on Model Predic-
tive Control (MPC), a classical family of predictive online controllers. For MPC con-
trollers, the analysis framework can be applied in a universal way, which we conclude as
the Fundamental Theorem of Perturbation-based Analysis. To demonstrate the power
of our analysis framework, we apply it to generalize existing regret bounds for MPC
in different system settings that incorporate prediction errors, nonlinear dynamics, and
constraints. Novel performance guarantees for MPC are shown in (1) systems with non-
linear time-varying dynamics, (2) linear time-varying systems with prediction errors on
disturbances, cost functions, and/or dynamics, (3) time-varying LQR systems with affine
constraints, and (4) time-varying nonlinear systems with general constraints and general
prediction errors.

Keywords: perturbation analysis; optimal control; model predictive control; dy-
namic regret
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主要符号表

𝜉𝑡 系统的不确定性参数，可用于参数化代价函数、动力学函数

和约束函数。

𝜉∗
𝑡 系统不确定性参数的真值，对动态控制器而言是未知的。

𝜉𝜏∣𝑡 动态控制器在 𝑡时刻对未来 𝜏 时刻不确定性参数 𝜉𝜏 的预测

值（𝜏 ⩾ 𝑡）。
𝛯𝑡 𝑡时刻不确定性参数的取值空间，即要求 𝜉∗

𝑡 , 𝜉𝑡∣𝜏 ∈ 𝛯𝑡（𝜏 ⩽ 𝑡）。
不妨设 𝛯𝑡的直径不大于 1（即 ‖𝜉𝑡 − 𝜉′

𝑡 ‖ ⩽ 1, ∀𝜉𝑡, 𝜉′
𝑡 ∈ 𝛯𝑡）。

𝑘 动态控制器的预测视野，即在 𝑡时刻，动态控制器可以得到
不确定性参数的预测值 𝜉𝑡∶𝑡′∣𝑡，其中 𝑡′ = min{𝑡 + 𝑘, 𝑇 }。

ALG 含预测的动态控制器，MPC𝑘是它的一类特例。

cost(ALG) 给定最优控制问题的实例 (𝑥init, 𝜉∗
0∶𝑇 )，控制器 ALG 确定的

轨迹的总代价。

MPC𝑘 预测视野为 𝑘的模型预测控制器（见算法 2.1）。
OPT 离线最优控制器，它给出离线最优控制轨迹。

𝜌𝑡,𝜏 动态控制器在 𝑡 时刻对 𝜏 步后不确定性参数 𝜉𝑡+𝜏 的预测误

差，即 𝜌𝑡,𝜏 = ‖𝜉∗
𝑡+𝜏 − 𝜉𝑡+𝜏∣𝑡‖（约定 𝑡 + 𝜏 > 𝑇 时 𝜌𝑡,𝜏 ≡ 0）。

𝑃 (𝜏) 动态控制器对 𝜏步后不确定性参数的平方加总预测强度，即
𝑃 (𝜏) ∶= ∑𝑇 −𝜏

𝑡=0 𝜌2
𝑡,𝜏。

𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) 系统在 𝑡时刻的代价函数。该函数族由 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡 参数化，其

真值为 𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 )。

𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) 系统在 𝑡时刻的动力学函数。该函数族由 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡参数化，其

真值为 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 )。

𝑠𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) 系统在 𝑡时刻的约束函数。该函数族由 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡 参数化，其

真值为 𝑠𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 ) ⩽ 0.

𝐹𝑇 完整的最优控制问题在控制时长末尾（𝑇 时刻）附加的终端
代价函数 𝐹𝑇，由问题（2.1）定义。

{𝐹𝑡+𝑘}𝑇 −𝑘−1
𝑡=0 在 𝑡 < 𝑇 − 𝑘时刻，MPC𝑘 控制器求解未来 𝑘步的有限时间

最优控制问题时对末态采取的终端代价函数，可手动设计并

向控制器输入。

𝜄𝑡2
𝑡1(𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2; 𝐹 ) 在区间 [𝑡1, 𝑡2]上的有限时间最优控制问题，其中 𝑧是 𝑡1 时
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刻的初态，𝐹 是 𝑡2时刻的终端代价函数；𝜉𝑡1∶𝑡2−1是 [𝑡1, 𝑡2 −1]
时刻的不确定性参数（可能为真值或预测值），而 𝜁𝑡2 是终端

代价函数 𝐹 的参数（不一定是 𝛯𝑡2 的元素）。

𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2; 𝐹 ) 有限时间最优控制问题 𝜄𝑡2

𝑡1(𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2; 𝐹 )的一个最优解，
其下标索引为 𝑦𝑡1∶𝑡2（沿轨迹的状态）和 𝑣𝑡1∶𝑡2−1（沿轨迹的

控制输入）。

𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 ) 𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2; 𝐹 )的简化记法。

‖⋅‖ 向量或矩阵的 2-范数。
⋅⊤ 向量或矩阵的转置。

⟨⋅, ⋅⟩ 向量的内积。

⋅† 矩阵的Moore-Penrose广义逆。
𝜆(𝐴) 矩阵𝐴的特征值谱（𝜆min(𝐴)、𝜆max(𝐴)为最小、最大特征值）。
𝜎(𝐴) 矩阵𝐴的奇异值谱（𝜎min(𝐴)、𝜎max(𝐴)为最小、最大奇异值）。
𝐴 ⪰ 𝐵 矩阵 𝐴 − 𝐵是半正定矩阵。
(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) 列向量 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛依次拼接而成的列向量，即 [𝑥⊤

1 , ⋯ , 𝑥⊤
𝑛 ]⊤。

𝐴(𝑆R, 𝑆C) 矩阵 𝐴依行指标集 𝑆R 和列指标集 𝑆C 按顺序取出的子矩阵

（若 𝐴是分块矩阵，则取出相应的子块）。
∇ 向量值函数的 Jacobian矩阵，或标量值函数的梯度。
∇2 标量值函数的 Hessian矩阵。
ℝ 实数集。

𝔹(𝑥, 𝑅) 中心为 𝑥、半径为 𝑅的邻域。
𝑂(⋅)，𝑜(⋅)，𝛺(⋅) 通常意义下的渐进记号。

FTOCP 有限时间最优控制问题（finite-time optimal control problem）
LQR 线性二次型调节器（linear quadratic regulator）
LTI 线性时不变的（linear time-invariant）
LTV 线性时变的（linear time-varying）
MPC 模型预测控制（model predictive control）
SOCO 光滑在线凸优化问题（smooth online optimization problem）
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第 1章 引言

1.1 课题背景

最优控制问题 在实际的生产生活中，人们遇到的许多复杂系统都可以作如

下抽象：系统的状态（state）随时间按一定规律自然演化，而人们可以通过对系统

进行某些容许的干预（称为控制输入（control input）或控制操作（control action）），

使系统状态的演化按照人们预期的方式发生。研究如何有效地控制具备上述特征

的动力系统（dynamical system），是控制理论（control theory）的核心课题。

在数学上，离散时间动力系统可以由动力学方程（dynamics）描述，即

𝑥𝑡+1 = 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) （1.1）

其中，在任意 𝑡时刻，𝑥𝑡 ∈ ℝ𝑛为系统的状态（state），𝑢𝑡 ∈ ℝ𝑚为系统的控制输入

（control input），它们都被抽象为线性空间中的向量；𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡是一个描述动力系统

不确定性的参数，它在系统运行过程中可能受外界因素影响取不同的值，并可能

表现为不同的形式（如表现为加性的噪声输入（disturbance input）项 𝑤𝑡 ∈ ℝ𝑛）。

此外，为了更好地刻画实际系统，有时还需对系统状态和控制输入的取值范围作

一定限制，这样的限制称为约束集（constraint set），可记为 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡) ∈ 𝑆𝑡。

随着控制理论和最优化理论的发展，对动力系统的控制需求从最初的系统镇

定（stabilization）、系统解耦（decoupling）等定性目标，逐渐发展到最小化某一

代价函数的定量目标。现代控制理论正是围绕着最优控制（optimal control）这一

核心课题发展起来的，它研究在一定的代价（cost）（或称性能指标（performance

metric））要求下，如何设计控制器使代价最小化。控制器的设计目标可以用一个

优化问题描述，其优化目标函数为总代价，即

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 ; 𝜉𝑇 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡)， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （1.2）

𝑠𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) ⩽ 0， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇，

𝑥0 = 𝑥init。

其中，𝑥init是给定的初态（initial state），𝑇 是控制时长（horizon）；𝑓𝑡 ∶ ℝ𝑛 ×ℝ𝑚 → ℝ
是 𝑡时刻的阶段代价（stage cost），𝐹𝑇 ∶ ℝ𝑛 → ℝ是终端代价（terminal cost），而
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𝑠𝑡 ∶ ℝ𝑚+𝑛 → ℝ𝑠𝑡 是 𝑡时刻的约束函数（constraint function）。

经典的现代控制理论研究主要将目光聚焦于线性系统（linear system），不仅

较完善地解决了线性时不变系统（linear time-invariant, LTI）系统（𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 +
𝐵𝑢𝑡 + 𝑤𝑡）中的最优控制问题，给出了线性反馈控制器（linear feedback controller）

的显式表达式，同时也探讨了线性时变（linear time-varying, LTV）系统（𝑥𝑡+1 =
𝐴𝑡𝑥𝑡 + 𝐵𝑡𝑢𝑡 + 𝑤𝑡）中的相应结果。然而，非线性系统的最优控制器通常不能写出

显式解，如何有效地设计、实现这样的控制器，是现代控制理论的核心问题之一。

模型预测控制（MPC） 在传统的控制理论中，总是假定控制器设计者可借

助测量、观测等方法事先确定系统模型，从而可以通过求解方程、求解优化问题

等方式得到静态的（static）控制器（如线性反馈控制器），并可以在理论上证明

其（静态）最优性。然而，在实际应用中，系统模型并不总能被事先观测，静态

控制器也不一定总能满足控制需求；特别是一些模型随实际情况不断变化的系统

（如电力系统），静态控制器很难对系统实施有效的控制。基于此，模型预测控制

（model predictive control, MPC）便应运而生。

概而言之，模型预测控制是一类动态的（dynamical）控制算法的统称。它在

每次决定控制输入时，可以获取未来一段时间（称为预测视野（prediction horizon）

或预测窗口（prediction window））内对系统模型的预测，在预测视野内就预测的模

型求解有限时间最优控制问题（Finite-Time Optimal Conrol Problem, FTOCP），从

而实时计算下一时刻的最优控制输入 [1]。这是一类较灵活的控制器设计方案，通

过适当的调节，在带有一般时变约束集和一般时变代价函数的非线性时变系统中

仍能实现有效控制，能应对许多经典静态控制器难以处理的复杂系统 [2-5]。正因

如此，模型预测控制已被广泛地运用于各种实际控制问题中，在机器人控制 [6-10]、

自动驾驶 [11-17]、智能电网 [18-24]、生产过程控制 [25-27]等领域都有令人耳目一新的

表现，近年来也成为控制理论和学习理论交叉的热点研究方向。

动态控制器的性能分析 随着对动态控制器设计的研究不断深入，其动态

控制性能的分析也逐渐引起了研究者的注意，并在近期取得了诸多进展。影响

力较大的工作包括对 RHGC [28-29]、AFHC [20,30]等带有预测视野限制的在线控制

算法的性能分析，对基于在线凸优化（online convex optimization, OCO）方法的
无超额代价最优控制器的分析 [31-32]，以及对 ROBD算法及其变种在预测模型缺
失 [33-34]或状态观测滞后 [35]时的性能分析。此外，还有一支工作研究在一定系统

模型下一切动态控制器所能达到的性能上界，如在已知线性时不变系统中的性能

上界 [36]和在未知线性时变系统中的性能上界 [37]。

2



尽管模型预测控制器在实际应用中已经取得了较为广泛的成功，但关于其

控制性能的理论保证还显得相当不充分：在早期很长的一段时间内，只有关于

模型预测控制器的渐进（asymptotic）性能保证，如闭环系统的稳定性或收敛性

等 [38-41]；随着研究的深入，模型预测控制器的非渐进性能保证也逐渐见于文献，

包括静态超额代价（static regret）[32,42]、动态超额代价（dynamic regret）[29,43]和

性能竞争比（competitive ratio）[34]等。然而，上述结果几乎都局限于线性时不变

（linear time-invariant, LTI）系统和二次型代价函数，其中一些结果仅对线性二次

型调节器（linear quadratic regulator, LQR）这一特殊问题成立；对于一般的情形，

受制于分析方法本身的局限性，相应理论保证的导出仍有一定困难。尽管许多

实际系统都可以被近似地建模为线性时不变系统，但在更加复杂的系统中采取

更复杂的动力系统模型仍有其实用价值。例如，在交流发电系统的工频调节问题

中，系统的动力学方程与总电能供给中可再生能源的比例相关，从而必然是时变

的 [18,44]；在机器人的路线规划与预测控制中，通常也需考虑非线性动力学方程

和一般的良态代价函数，来更好地近似非线性系统 [5,11,45-46]。

近两年来，通过引入新的分析方法，在更一般的系统模型下（如非线性时变

系统、良态代价函数、模型预测带有误差等情形）也给出了模型预测控制器的理

论性能保证。例如，[47]讨论了含有预测误差的路径追踪型线性时变系统中模型
预测控制器的动态超额代价上界，而 [48]则给出了不含预测误差的一般线性时变
系统中模型预测控制器的动态超额代价与性能竞争比上界。跟随这些工作，我们

希望给出一种通用的分析方法，并研究更一般的情形下模型预测控制器的性能。

1.2 文献调研

本节主要对已有文献中导出控制器理论性能保证的几种常见方法进行梳理

总结。正如前文所述，较早的工作主要关注线性时不变系统，乃至线性二次型

调节器问题。这些文献中使用的方法大多依赖系统模型中某些关键参数的闭式

（closed-form）刻画，主要包括以下两类：

预期代价函数法 该方法借鉴了经典控制理论对线性二次型调节器问题的

处理方式。利用动态规划的思想，可以定义系统关于任意状态的预期代价函数

（cost-to-go function），即从该状态起采取最优控制策略导致的最小总代价。不难验

证：预期代价函数是初态的二次型，且二次型矩阵具有闭式表示；进而，预期代价

函数也有闭式解，由此可表示出最优控制轨迹上的控制输入和中间状态。这些闭
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形式为模型预测控制在线性二次型调节器问题中的性能分析提供了便利 [43,47,49]。

此方法的局限性也较为明显：对于更一般的非线性动力学方程或良态代价函数，

通常无法写出预期代价函数的闭形式，此方法也便难以应用了。

在线优化问题规约法 该类方法将最优控制问题规约（reduce）至便于分析

的等价问题。由于最优控制问题本质上是在求解带有等式约束的优化问题，在

一定条件下，可将模型预测控制视为在线凸优化问题（online convex optimization,

OCO）加以求解和分析，从而绕过了对动力系统本身的闭式求解。该方法本身对

系统模型的形式没有太多要求，但对于不同形式的优化问题，往往需采用特定的

规约技巧，因此难以形成统一的分析框架。事实上，已有的结果大多针对问题的

特殊结构设计专门的算法，并证明其具有动态超额代价、性能竞争比等性能保证。

其中，一些工作（如 [29,34,50]）考虑具有控制标准型（control canonical form）形

式的系统，有助于将问题转化为便于分析的受限形式，但线性时变系统中不存在

这样的标准型；另一系列工作（如 [31-32]）在转化的在线凸优化问题上附加了特
殊的结构（如带有定长的状态存储器，称为带存储的在线凸优化问题（OCO with

memory）），但该方法只能得到静态超额代价这一种性能保证，并且也不能很好地

适用于线性时变系统。

利用上述分析方法，在线性系统（尤其是线性时不变系统）中，已经有一些

工作给出了一般模型预测控制器的性能保证 [43,47,49]，也有一些工作从实际应用

的角度探讨了怎样调节预测窗口以降低超额代价和性能竞争比 [29,43,47,49]。然而，

在一般系统中的相应课题却没有给出令人满意的结果，这在很大程度上是既有的

分析方法与系统性质不相匹配所致。

微扰法 近年来，许多研究者将目光转向了一种新的分析方法，即微扰法

（perturbation method）。微扰法在优化理论中起步很早、应用甚广，但直到最近才

被引入控制理论的研究中。概而言之，微扰法分析动力系统在系统参量（如系统

初态、噪声和其他不确定性参数等）受到微小扰动时，闭环系统状态轨迹对微扰

的响应，这种响应反映了闭环系统对系统参量的敏感程度；当这种微扰响应呈现

随时间衰减的特征时，即可将受控轨迹的次态视为对最优轨迹次态的微扰，从而

得到控制器的超额代价在时间上的积累特征。正如 [48]所指出的那样，微扰法在
分析的通用性上具有优势，因为它将控制器的性能分析分解为相对独立的两步：

只要得到了系统的微扰响应上界，就能利用微扰法推出新的性能保证结果。此外，

由于优化理论的研究对许多有限时间最优控制问题已经给出了相应的微扰响应

上界（如 [51-55]），只要能建立基于微扰法的通用分析框架，就可以轻松地得到
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模型预测控制器在一系列新系统中的理论性能保证。

微扰法的应用已经在许多不同的系统中给出了模型预测控制器（或其变种）

的理论性能保证 [47-48,56-57]。例如，在我们稍早前完成的工作 [48]中，已证明了
在带有良态代价函数的线性时变系统中，若预测完全精确且没有约束集，则预测

视野为 𝑘的MPC控制器给出 𝑂(𝜆𝑘𝑇 )的动态超额代价和 1 + 𝑂(𝜆𝑘)的性能竞争比，
且两者均随预测视野 𝑘的增大而指数衰减（这里 𝜆 < 1为依赖于系统参数的衰减
速率）。这是线性时变系统中模型预测控制器的首个非渐进性能保证，但它采用

的分析方法只适用于预测不含误差的情形，具有一定的局限性。又如，[51-52]等
工作分别证明了模型预测控制器在含约束集的线性时不变系统与不含约束集的

非线性系统中的性能保证，但这些工作要求模型预测控制器每次确定未来相当长

一段时间（称为重规划窗口（replanning window））内的控制输入，而不总是基于

新预测滚动地求解下一时刻的控制输入——这种违背直觉的设计完全是出于理论

分析上的需要，但并不具备太多实用价值，同样有较强的局限性。

总而言之，目前已有一些工作利用微扰法给出了模型预测控制器的性能保证，

但这些分析方法通常需要在系统模型中引入一些不甚自然的假设（例如预测不含

误差、重规划窗口需充分大等），也不能很好地处理一般的系统模型（尤其是约

束集和非线性动力学方程）。此外，已有文献中的分析方法通常是针对所分析的

问题专门设计的，而很难推广到其他情形 [43,47-48,51-52]。通用分析框架的缺失无疑

给基于微扰法的理论分析增加了不必要的难度。

1.3 研究动机

在我们此前的工作 [48]中，我们已经形成了微扰分析框架的雏形，并在带有
一般良态代价函数的线性时变系统中给出了模型预测控制器的性能保证，该工作

无论在方法上还是在结果上都是创新的。然而，前述工作仅考虑了最简单的系统

模型，其局限性在于：①没有考虑非线性系统；②控制器获得的预测总是准确

的，动力学方程和代价函数都不存在任何预测误差；③要求状态与控制输入不受

约束条件的限制，而允许其在全空间自由选取。虽然简化的情形已经在很大程度

上揭示了模型预测控制器的性能，但克服这些限制将帮助我们更好地理解和解释

模型预测控制器在实际应用中的表现。

非线性系统 虽然线性系统已经足以近似许多实际系统，但也有一些系统的

线性化模型与真实系统相去甚远，线性化模型中的分析难以完整反映真实系统中

5



的情况。因此，有必要将分析框架及结论推广至非线性系统。

预测误差 在 [48]中，为了强调新分析框架的分析思路，我们假定所有预测
都不存在误差，但这样的假设并不符合实际。在现实中，系统模型预测模块通常

需要通过学习方法（如贝叶斯网络、人工神经网络等）实现，而这不可避免地引

入了预测误差。其中，对系统噪声的预测误差影响相对平缓，而对动力学方程的

预测误差则可能显著地改变系统的动力学性质，从而影响控制器的实际性能。

约束条件 在真实系统中，系统参量和控制输入通常只能在较小范围内取值，

而不能趋于无穷大，否则将失去实际意义。将真实系统建模为动力系统时也需要

考虑这种限制，而模型预测控制器相比传统控制器最大的优势之一，就在于它能

更好地处理约束条件。因此，将含约束的系统纳入分析框架中也是十分必要的。

本文中，我们将推广 [48]中提出的微扰分析框架，使其能涵盖以上三种系统。
同时，为了方便应用，我们还将分析框架流水线化，并针对模型预测控制器给出

将微扰响应上界直接转化为动态超额代价上界的微扰分析基本定理。随后，我们

将这一框架应用于多种不同的系统模型中，得到相应的性能保证，希望以此展示

分析框架的通用性。
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第 2章 问题描述和预备知识

本文考虑一类带有一般时变代价函数、动力学函数和约束函数的（离散时间）

有限时长最优控制问题，其一般形式为

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 ) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 ; 𝜉∗

𝑇 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 )， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （2.1）

𝑠𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 ) ⩽ 0， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇，

𝑥0 = 𝑥init。

其中，𝑥𝑡 ∈ ℝ𝑛为系统的状态（state）, 𝑢𝑡 ∈ ℝ𝑚为系统的控制输入（control input）（也

称为控制操作（action））；𝑓𝑡 ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑚 × 𝛯𝑡 → ℝ是时变的阶段代价（stage cost）

函数，𝐹𝑇 ∶ ℝ𝑛 × 𝛯𝑇 → ℝ是终端代价（terminal cost）函数，𝑔𝑡 ∶ ℝ𝑛 ×ℝ𝑚 × 𝛯𝑡 → ℝ𝑛

是时变的动力学（dynamics）函数，𝑠𝑡 是时变的约束（constraint）函数，它们都

包含刻画系统不确定性的不确定性参数（uncertainty parameter）𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡，其真值

为 𝜉∗
𝑡（显然，这些参数的真值对动态控制器而言是未知的）。

若系统的一切参量（𝑥init和 𝜉∗
0∶𝑇）已知，则可以直接求解优化问题（2.1），从

而得到系统的离线最优控制轨迹OPT。然而，含预测的动态控制器在任何时刻都
只能观察到一段有限预测视野内系统参量的预测值，并且这些预测值很可能不是

精确的。动态控制器的设计目标是在仅有含误差预测的条件下尽可能地“接近”

离线最优控制轨迹OPT。为衡量动态控制器轨迹 ALG劣于OPT的程度，我们引
入动态超额代价和性能竞争比两种性能评价指标（performance metrics），它们是

动态控制和动态优化领域的标准性能评价指标 [28,33,47-49,58]。

定义 2.1 (控制算法的性能评价指标)． 给定最优控制问题（2.1）的任一实例
(𝑥init, 𝜉∗

0∶𝑇 )，设 cost(OPT)、cost(ALG)分别表示系统沿离线最优控制轨迹 OPT和
动态控制器轨迹 ALG的总代价。则动态控制器 ALG的动态超额代价（dynamic

regret）定义为所有实例中算法代价与最优代价之差的上界，即

sup
𝑥(0),𝜉∗

0∶𝑇
(cost(ALG) − cost(OPT))，

而动态控制器 ALG的性能竞争比（competitive ratio）定义为所有实例中算法代价
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与最优代价之比的上界，即

sup
𝑥(0),𝜉∗

0∶𝑇

cost(ALG)
cost(OPT)。

为方便起见，通常将控制器轨迹 ALG和离线最优控制轨迹 OPT表示如下：

ALG ∶ 𝑥0
𝑢0−→ 𝑥1

𝑢1−→ ⋯
𝑢𝑇 −1−−−→ 𝑢𝑇，

OPT ∶ 𝑥0
𝑢∗

0−→ 𝑥∗
1

𝑢∗
1−→ ⋯

𝑢∗
𝑇 −1−−−→ 𝑢∗

𝑇。

2.1 含预测的动态控制器

本节刻画含预测的动态控制器（predictive online controller）在决策时所获知

信息的质量（即对系统参数的预测能力）。显然，预测的质量既取决于预测视野

的长度、也取决于预测值与真值的偏差度，而具备较好预测质量的动态控制器也

将自然地具有较好的性能。随后，我们将定义本文关注的模型预测控制器 MPC𝑘

（下标 𝑘指示控制器的预测视野），它完全符合我们对含预测动态控制器的要求。
动态控制器对系统参量的预测具有不确定性。为了统一地表征代价函数、动

力学函数和约束函数中的不确定性，我们假定这些函数的真值和预测值都只能在

相应的函数族中取值（这些函数族都以 𝜉𝑡为参数）：

F𝑡 ∶= {𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) ∣ 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡}，F𝑇 ∶= {𝐹𝑇 (𝑥𝑇 ; 𝜉𝑇 ) ∣ 𝜉𝑇 ∈ 𝛯𝑇 }；

G𝑡 ∶= {𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) ∣ 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡}； S𝑡 ∶= {𝑠𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) ∣ 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡}。

同时，假定动态控制器事先知道函数族F0∶𝑇、G0∶𝑇 −1、S0∶𝑇 −1，只是不知道参数的真

值 𝜉∗
0∶𝑇。如此，在 𝑡时刻，动态控制器只需要预测未来 𝑘步的参数 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘∣𝑡 ∈ ∏𝑡+𝑘

𝜏=𝑡 𝛯𝜏，

就能得到预测的系统参量。这里，我们只要求参数空间 𝛯𝑡上定义有距离测度，而

不要求其是向量空间，也不要求不同时刻的 𝛯𝑡 维度相同。若进一步对函数族作

一定的光滑性假设，则预测质量（预测误差）可以由预测值与真值的距离表征。

定义 2.2 (预测误差)． 对任意 𝑡 ⩾ 0、𝜏 ⩾ 0，称 𝜌𝑡,𝜏 ∶= ‖𝜉𝑡+𝜏∣𝑡 − 𝜉∗
𝑡+𝜏‖为控制器在 𝑡

时刻对 (𝑡 + 𝜏)时刻参数的预测误差（prediction error）。进而，称 𝑃 (𝜏) ∶= ∑𝑇 −𝜏
𝑡=0 𝜌2

𝑡,𝜏
为控制器对 𝜏 步后参数的（平方加总）预测强度（prediction power）。

在上述预测模型下，一个含预测的动态控制器 ALG可以根据当前系统状态
和当前时刻预测的参数决定该时刻的控制输入。我们给出其严格定义，读者可以

验证：之后定义的 MPC𝑘控制器确为一种含预测的动态控制器。

定义 2.3 (含预测的动态控制器)．含预测的动态控制器是函数ALG ∶ ℝ𝑛×𝛯𝑡∶𝑡+𝑘×
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ℕ → ℝ𝑚，在时刻 𝑡，它接受当前系统状态 𝑥𝑡、当前时刻预测的参数 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘和时刻

𝑡作为输入，并返回该时刻的控制输入

𝑢𝑡 = ALG(𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘∣𝑡; 𝑡)。

含预测的动态控制器只能求解预测视野内的“部分时长”优化问题，故我们

如下定义最优控制问题在区间 [𝑡1, 𝑡2]上的部分问题，称为有限时间最优控制问题
（FTOCP），它给出在给定的（𝑡1 时刻）初态 𝑧、（𝑡2 时刻）终端代价 𝐹 和（预测
的）参数 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2 下，部分问题的最优子轨迹 𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2; 𝐹 )。我们将看
到，控制器 MPC𝑘的设计中也需要求解有限时间最优控制问题。

定义 2.4 (有限时间最优控制问题)． 在区间 [𝑡1, 𝑡2] 上，关于初态 𝑧、终端代价
𝐹 (⋅; ⋅)和参数 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2 的有限时间最优控制问题（FTOCP）定义为

𝜄𝑡2
𝑡1(𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2; 𝐹 ) ∶= min

𝑦𝑡1∶𝑡2 ,𝑣𝑡1∶𝑡2−1

𝑡2−1

∑𝑡=𝑡1

𝑓𝑡(𝑦𝑡, 𝑣𝑡; 𝜉𝑡) + 𝐹 (𝑦𝑡2; 𝜁𝑡2)

subject to 𝑦𝑡+1 = 𝑔𝑡(𝑦𝑡, 𝑣𝑡; 𝜉𝑡)， ∀𝑡1 ⩽ 𝑡 < 𝑡2， （2.2）

𝑠𝑡(𝑦𝑡, 𝑣𝑡; 𝜉𝑡) ⩽ 0， ∀𝑡1 ⩽ 𝑡 < 𝑡2，

𝑦𝑡1 = 𝑧，

并令 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜁𝑡2; 𝐹 )表示该问题的一个最优解（若有多个最优解，将在具体

问题中指明取最优解的方式）。

在上面的定义中，我们将末态的参数记为 𝜁𝑡2 而非 𝜉𝑡2，其实是有意为之的。

事实上，由于问题（2.1）中并未给出 𝑡2 ≠ 𝑇 时的终端代价函数，动态控制器必须
手动设置这些代价函数，它们的参数化方式未必与 𝑓𝑡2 相同。因此，为强调 𝜁𝑡2 的

取值范围不一定为 𝛯𝑡2，我们改用记号 𝜁𝑡2。当然，若确实有 𝜁𝑡2 ∈ 𝛯𝑡2，或上下文

不致引起歧义时，可以恢复原参数记号 𝜉𝑡2，并将有限时间最优控制问题的解简记

为 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 ) ∶= 𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2; 𝐹 )。
还需指出：在上面的定义中，只允许用终端代价函数约束末态，似乎不允许

（如我们在 [48]中所做的那样）直接指定终端状态。为弥补这一点，我们将终端
代价 𝐹 (⋅; 𝜁𝑡2)视为广义函数，允许其值域为 [−∞, +∞]。此时，为使终端状态到达
指定状态 𝜁𝑡2 ∈ ℝ𝑛，只需将终端代价函数取为 𝜁𝑡2 的指示函数（indicator function）

𝕀(⋅; 𝜁𝑡2)，该函数定义为

𝕀(𝑦𝑡2; 𝜁𝑡2) =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

0 𝑦𝑡2 = 𝜁𝑡2

+∞ 𝑦𝑡2 ≠ 𝜁𝑡2

。
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最后，基于上述有限时间最优控制问题，我们可以引入模型预测控制器MPC𝑘，

其伪代码描述见算法 2.1。简而言之，在 𝑡时刻，MPC𝑘基于预测的参数求解未来

𝑘步内的有限时间最优控制问题，并提交解轨迹上的第一个控制输入作为当前时
刻的控制输入；特别地，若剩余控制时长不足 𝑘，则MPC𝑘将求解到 𝑇 时刻为止
的子问题（此时采用真实的终端代价函数 𝐹𝑇）。

算法 2.1预测视野为 𝑘的模型预测控制器 MPC𝑘
Require: 给定 𝑘 ⩽ 𝑡 < 𝑇 时刻的终端代价函数 𝐹𝑡。
1: for 𝑡 = 0, 1, ⋯ , 𝑇 − 1 do
2: 𝑡′ ← min{𝑡 + 𝑘, 𝑇 }
3: 观察当前系统状态 𝑥𝑡，并取得参数的预测值 𝜉𝑡∶𝑡′∣𝑡。

4: 求解 FTOCP，并提交解轨迹上首个控制输入 𝑢𝑡 ← 𝜓 𝑡′

𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡′∣𝑡; 𝐹𝑡′)𝑣𝑡
。

5: end for

需要指出：本文着重分析动态控制器性能受预测精度影响的程度，因此并不

关心控制器如何获得参数的预测值，而只将预测误差的上界作为假设。

2.2 动力系统的基本假设

在给定了动力系统的形式后，为得到模型预测控制器的性能保证，通常还要

对代价函数、动力系统、约束函数、预测量与参数 𝜉𝑡的函数关系等作一定的假设。

当然，在不同系统中，这些假设的表现形式也会有所变化，但总体而言，应用微

扰分析基本定理所需要的假设包括：①良态代价函数；② Lipschitz连续的动力
学函数，及系统的一致可控性；③预测量函数族关于参数 𝜉𝑡的 Lipschitz连续性；
④离线最优控制轨迹的稳定性；⑤（若系统有约束）在离线最优轨迹附近，等式

约束及活跃的（active）不等式约束局部线性独立。应当指出，上述假设在不同系

统中可能采取不同的表述形式，也可能使用其中一个或数个假设的推论作为假设

以简化表述形式。本节后续部分将分别对上述假设的定义和含义作阐释说明。

代价函数 为使微分运算可行且有界，各阶段代价函数 𝑓𝑡（0 ⩽ 𝑡 < 𝑇）及终
端代价函数 𝐹𝑇 都应当是良态函数（well-conditioned function），即同时具有非负

性、二阶连续可导、𝜇-强凸性和 ℓ-光滑性。这些假设可以等价地表述为函数极小
值的非负性和 Hessian矩阵特征值谱的有界性（𝜇 ⩽ ∇2𝑓𝑡, ∇2𝐹𝑇 ⩽ ℓ）。特别地，对
二次型代价函数，∇2𝑓𝑡、∇2𝐹𝑇 均为常矩阵（代价矩阵），且函数极小值自然为 0，
故上述假设又可等价地表述为代价矩阵特征谱的有界性。
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动力系统 对动力学函数 𝑔𝑡的基本假设是要求其具有 Lipschitz连续性，即

‖𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 ) − 𝑔𝑡(𝑥′

𝑡 , 𝑢′
𝑡 ; 𝜉∗

𝑡 )‖ ⩽ 𝐿𝑔 (‖𝑥𝑡 − 𝑥′
𝑡 ‖ + ‖𝑢𝑡 − 𝑢′

𝑡 ‖)。

应当指出：为了应用微扰分析基本定理，我们只要求动力学函数关于控制输入 𝑢𝑡

具有 Lipschitz连续性，因为这保证了对控制输入 𝑢𝑡 的微扰对次态 𝑥𝑡+1 的影响是

有界的。读者容易想象这一假设是必要且自然的。

关于动力系统的另一个较不平凡的假设是要求其具有一致可控性（uniform

controllability）。直观上，这意味着控制器总可以通过恰当的控制输入，在有限步

内将系统引导至任意指定的目标态，且控制输入的模长有界。这里我们针对一般

系统给出一致可控性的定义。

定义 2.5 (𝜎-一致可控性)． 在一般的非线性动力学系统 𝑥𝑡+1 = 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡)中，对
任意给定的 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)和区间 [𝑡1, 𝑡2]，令 𝐴𝑡 ∶= ∇⊤

𝑥𝑡𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡)、𝐵𝑡 ∶= ∇⊤
𝑢𝑡𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡)

表示动力学方程的线性化系数矩阵，并定义 (𝑥𝑡1∶𝑡2 , 𝑢𝑡1∶𝑡2)处的（局部线性化）转
移矩阵（transition matrix）𝛷(𝑡2, 𝑡1; 𝑥𝑡1∶𝑡2 , 𝑢𝑡1∶𝑡2) ∈ ℝ𝑛×𝑛为

𝛷(𝑡2, 𝑡1; 𝑥𝑡1∶𝑡2 , 𝑢𝑡1∶𝑡2) ∶=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝐴𝑡2−1𝐴𝑡2−2 ⋯ 𝐴𝑡1 𝑡2 > 𝑡1

𝐼 𝑡2 ⩽ 𝑡1
。

对任意时刻 𝑡 及间隔 𝑝 ⩾ 0，定义 (𝑥𝑡1∶𝑡2 , 𝑢𝑡1∶𝑡2) 处的可控性矩阵（controllability

matrix）𝑀(𝑡, 𝑝; 𝑥𝑡∶𝑡+𝑝, 𝑢𝑡∶𝑡+𝑝) ∈ ℝ𝑛×(𝑚𝑝)为

𝑀(𝑡, 𝑝; 𝑥𝑡∶𝑡+𝑝, 𝑢𝑡∶𝑡+𝑝) ∶= [𝛷(𝑡 + 𝑝, 𝑡 + 1)𝐵𝑡, ⋯ , 𝛷(𝑡 + 𝑝, 𝑡 + 𝑝)𝐵𝑡+𝑝]。

进而，称动力系统是可控的（controllable），若存在称为可控性指数（controlla-

bility index）的整数 𝑑，使得可控性矩阵𝑀(𝑡, 𝑑; 𝑥𝑡∶𝑡+𝑑 , 𝑢𝑡∶𝑡+𝑑)在一切时刻 𝑡及一切
(𝑥𝑡∶𝑡+𝑑 , 𝑢𝑡∶𝑡+𝑑)处行满秩。称动力系统是𝜎-一致可控的（𝜎-uniformly controllable），
若存在常数 𝜎 > 0，使得 𝜎min (𝑀(𝑡, 𝑑; 𝑥𝑡∶𝑡+𝑑 , 𝑢𝑡∶𝑡+𝑑)) ⩾ 𝜎 在一切时刻 𝑡 及一切
(𝑥𝑡∶𝑡+𝑑 , 𝑢𝑡∶𝑡+𝑑)处成立，这里 𝜎min表示矩阵的最小非平凡奇异值。
容易看到：对于线性系统，𝐴𝑡、𝐵𝑡恰为系统的动力学矩阵，故上述定义即退

化到控制理论中对可控性矩阵和 𝜎-一致可控性的通行定义（此时各矩阵均与 𝑥、
𝑢无关）；对于非线性系统而言，这一假设可大致理解为在所给轨迹附近作局部线
性化，且线性化后的系统是可控的，从而轨迹可以在局部小范围内自由移动。

由 𝝃𝒕 参数化的预测量 为了确保预测误差减少时预测量的误差也相应地

减少（减少的速度不低于线性），我们要求所有预测量关于 𝜉𝑡 的函数有界且是

Lipschitz连续的。例如，若线性系统的动力学方程被参数化为 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡(𝜉𝑡)𝑥𝑡 +
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𝐵𝑡(𝜉𝑡)𝑢𝑡 + 𝑤𝑡(𝜉𝑡)，则应假设 𝐴𝑡(𝜉𝑡), 𝐵𝑡(𝜉𝑡), 𝑤𝑡(𝜉𝑡)关于 𝜉𝑡都是 Lipschitz连续的。
离线最优控制轨迹 OPT 为确保系统沿最优轨迹演化时总代价不至于过大，

我们要求OPT本身是 Lyapunov稳定的（stable），即存在常数𝐷𝑥∗使得 ‖𝑥∗
𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗

（𝑥∗
𝑡 是轨迹 OPT上 𝑡时刻的状态）。当然，这一性质有时无需额外假设即自然成
立（如在无约束线性时变系统中，见引理 B.11），有时可作为其他假设的推论（如
在无约束非线性时变系统中，若相邻时刻动力学函数的极小值点距离有界，则可

证明OPT的稳定性）。但为了方便在更复杂的系统中对结论作统一、简洁的叙述，
我们将这一性质也作为一个独立的假设。

约束函数 对于含约束的最优控制问题，保证动态控制器控制下轨迹的递归

可行性（recursive feasibility）十分关键，并且在技术上是非平凡的 [59]。若不加额

外假设，则可能出现这样的情形：在某一时刻 𝑡的状态 𝑥𝑡处，受到约束集的限制，

控制器无法选择可行的控制输入使次态 𝑥𝑡+1仍在约束集内，而动态控制器因受到

预测视野的限制又无法提前预知这一点。为了绕开这一障碍，通常需要恰当地选

取动态控制器的参数（如恰当选取 MPC𝑘 的终端约束或终端代价函数），同时还

需对系统作额外的假设（如 SSOSC条件（strong second-order sufficient conditions）

和 LICQ条件（linear independent constraint qualification），这些都是凸优化中保

证可行性的常见条件）。下面我们就定义这两个条件。

定义 2.6． 对一约束优化问题，设其原始变量为 𝛼、对偶变量为 𝜂、约束函数为
𝑠(𝛼, 𝜂)，相应的Lagrangian量为L(𝛼, 𝜂)。在某一点 (𝛼, 𝜂)处，设𝐻(𝛼, 𝜂) ∶= ∇2

𝛼𝛼L(𝛼, 𝜂)
为 Lagrangian量的Hessian矩阵，𝐴为约束函数中等式约束与活跃不等式约束的行
序号构成的指标集，𝐺(𝛼, 𝜂) ∶= ∇⊤

𝛼 𝑠(𝛼, 𝜂)[𝐴, ∶]为活跃约束的 Jacobian矩阵（active-

constraint Jacobian），𝑈 是𝐺(𝛼, 𝜂)的零空间矩阵（即𝑈 的列向量正交归一，且张成
𝐺(𝑢, 𝜂)的零空间），则优化问题在 (𝛼, 𝜂)处的约化 Hessian矩阵（reduced Hessian）

定义为𝐻re(𝛼, 𝜂) ∶= 𝑈 ⊤𝐻𝑈。
定义 2.7 (SSOSC条件)． 称约束优化问题在 (𝑢, 𝜂)处满足 SSOSC条件，如果其

约化 Hessian矩阵𝐻re(𝛼, 𝜂)是正定阵，即𝐻re(𝛼, 𝜂) ≻ 0。
定义 2.8 (LICQ条件)． 称约束优化问题在 (𝛼, 𝜂)处满足 LICQ条件，如果其活跃

约束的 Jacobian矩阵 𝐺(𝛼, 𝜂)行满秩，即 𝜎min(𝐺(𝛼, 𝜂)) > 0。
还应当指出，尽管乍看之下上述关于约束的条件十分复杂，似乎很难被验证，

但多数情况下它们可以从一组更常见的假设下推出，甚至有时候这组假设的全部

作用就是推出这些关于约束的条件。例如，[57]中的引理 12表明，动力学函数的
Lipschitz连续性和系统的 𝜎-一致可控性可导出（一致）LICQ条件。因此，这些关
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于约束集的条件本质上也蕴含了系统其他方面的性质。为了表述的清晰简洁，在

后文中我们可能用这些关于约束集的假设替代更底层的假设。

2.3 结果概述

式（2.1）是对最优控制问题的一种一般刻画，涵盖了许多理论研究中关注的
系统模型。本文中，我们将考虑六种不同的系统模型，这些模型在以下方面有所

区别：①代价函数、动力学函数和约束函数的具体形式；②系统内含有预测误

差的参量（即含参数 𝜉𝑡 的参量）；③预测误差的上界。下表 2.1展示了本文所考
虑的全部系统在系统模型上的差异。

表 2.1 本文考虑的系统模型一览

章节 代价 动力学 约束 预测量 预测误差

4.1 可拆分 线性时变 — — —

4.2 一般 非线性时变 — — —

5.1 可拆分 线性时变 — 噪声：𝑤𝑡 有界

5.2 二次型 线性时变 —
代价：𝑄𝑡, 𝑅𝑡, �̄�𝑡

动力学：𝐴𝑡, 𝐵𝑡
充分小

6.1 二次型 线性时变 仿射约束 — —

6.2 一般 非线性时变 一般约束

代价：𝑓𝑡

动力学：𝑔𝑡

约束：𝑠𝑡

充分小

我们指出：在上表中，6.2节的系统模型似乎最一般，而其他的各节系统模
型之间似乎也有蕴含关系，但这并不意味着我们只需要考虑最一般的系统模型。

事实上，为了使控制器在最一般的假设下有性能保证，通常需要施加更强的假设，

同时系统的微扰响应上界通常也更弱，从而只能得到较弱的性能保证。通过单独

讨论较特殊的情形，可以帮助我们更精确地了解同一控制器在不同系统模型下的

性能差异，同时也方便我们根据实际的系统模型选用对应的理论结果。总而言之，

一般情形与特殊情形的讨论都有其各自的理论意义，两者不可相互替代。
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第 3章 基于微扰法的分析框架

本章的主要目的是介绍一种新的基于微扰法的分析框架，该框架完全是流水

线式的，即：只要在某一系统中证明了微扰分析基本定理所需的微扰上界，结合

系统的一些基本性质，就可直接推知相应系统中的MPC𝑘控制器具有有界的动态

超额代价。本章的结构如下：我们首先介绍次态控制误差的定义，并直观说明次

态控制误差累加引理所需要的微扰上界的形式；随后，我们针对 MPC𝑘 控制器，

给出一种较简化的微扰分析框架，证明了关于MPC𝑘的次态控制误差有界引理和

次态控制误差累加引理，并最终得到MPC𝑘的微扰分析基本定理；最后，我们将

微扰分析框架进一步推广，提出针对一般动态控制器的可能分析思路。本章最后，

我们还将简要地探讨在系统模型中证明微扰上界的几种常见方法。

在本章中，我们总假设下述基本性质成立，以方便微扰分析框架的表述。在

具体的系统实例中，这些性质可能作为假设，也可能作为可证明的事实出现。

性质 3.1 (系统的基本性质)． 关于系统的下述性质成立：
• 离线最优控制轨迹 OPT的稳定性：存在常数 𝐷𝑥∗ > 0，使得 ‖𝑥∗

𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗ 对

一切 OPT上的状态 𝑥∗
𝑡 成立。

• 动力学函数的 Lipschitz连续性：系统的动力学函数 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 )关于控制输

入 𝑢𝑡具有 𝐿𝑔-Lipschitz连续性。
• 良态代价函数：各阶段代价 𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗

𝑡 )及终端代价 𝐹𝑇 (𝑥𝑡; 𝜉∗
𝑇 )均为非负函

数，且关于 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)（或 𝑥𝑇）具有凸性和 ℓ-光滑性。

3.1 次态控制误差与微扰响应上界

次态控制误差 当我们尝试比较动态控制器轨迹 ALG与离线最优控制轨迹
OPT时，将遇到这样的困难：在 𝑡时刻，𝑥𝑡 与 𝑥∗

𝑡 通常并不相同，这时直接比较

𝑢𝑡与 𝑢∗
𝑡 是毫无意义的。为解决这一困难，我们仅需额外求解区间 [𝑡, 𝑇 ]上的后缀

最优控制轨迹（clairvoyant optimal trajectory），并将轨迹上的第一个控制输入与

𝑢𝑡比较，如果两者的距离有一上界，则由动力学函数关于控制输入的 Lipschitz连
续性，两条轨迹的次态距离也有一上界。上述分析启发我们如下定义次态控制误

差（per-step error），并借之分析动态超额代价的上界。我们额外指出，这一思路

与强化学习理论中的性能差值引理及其证明 [48]有异曲同工之妙。
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定义 3.1 (后缀最优控制轨迹与次态控制误差)． 给定时刻 𝑡及当前系统状态 𝑥𝑡，

后缀最优控制轨迹（clairvoyant optimal trajectory）是在知道未来各时刻真实参数

𝜉∗
𝑡∶𝑇 的前提下求得的最优轨迹，即 𝑥∗

𝑡∶𝑇 ∣𝑡, 𝑢∗
𝑡∶𝑇 ∣𝑡 ∶= 𝜓𝑇

𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗
𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )。进而，动态控

制器 ALG在 𝑡时刻的次态控制误差（per-step error）定义为 ALG提交的控制输入
与后缀最优控制轨迹的首个控制输入之差，即

𝑒𝑡 ∶= ‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡∣𝑡‖，其中 𝑢𝑡 = ALG(𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘∣𝑡; 𝑡)，𝑢∗

𝑡∣𝑡 = 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡
。

特别地，模型预测控制器 MPC𝑘的次态控制误差可写为

𝑒𝑡 = ‖𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘∣𝑡; 𝐹𝑡+𝑘)𝑣𝑡

− 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡‖。

我们指出，后缀最优控制轨迹可视为一种特殊的模型预测控制器的轨迹，其

预测视野足够长以至于可持续到时刻 𝑇，且所有预测都是准确的。这种理解方式
直观地展现了 MPC𝑘 的轨迹在一定条件下与后缀最优控制轨迹相差不大的原因：

只要 MPC𝑘 的预测视野 𝑘足够大，而预测误差 ‖𝜉𝑡∶𝑡+𝑘∣𝑡 − 𝜉∗
𝑡∶𝑡+𝑘‖足够小，𝑒𝑡 也将

有足够小的上界。这一观察将给后续的证明带来便利。

微扰响应上界 上一小节中，我们直观地说明了次态控制误差上界的意义。

那么，怎样从次态控制误差的上界推出动态超额代价的上界呢？这里的分析方法

继承了前作 [48]中的思想：如果可以证明有限时间最优控制问题的解对初态扰动
和参数扰动的响应在时间上均具有衰减的形式（即：扰动发生的时刻与所考察的

时刻越远，所考察时刻状态在扰动后的变化就越小），由于次态至多从后缀最优

控制轨迹偏离有限距离，次态控制误差不会在时间上累积（这要求微扰响应衰减

得足够快），从而轨迹的偏差也将有一上界。图 3.1直观地展示了这种思路。

𝑥0

MPC𝑘

𝑥∗
1 𝑥∗

2 𝑥∗
3 𝑥∗

4 𝑥∗
5 𝑥∗

6 𝑥∗
7 𝑥∗

8 𝑥∗
9

MPC∞

𝑥1

𝑒1

𝑥∗
2∣1 𝑥∗

3∣1 𝑥∗
4∣1 𝑥∗

5∣1 𝑥∗
6∣1 𝑥∗

7∣1 𝑥∗
8∣1 𝑥∗

9∣1

𝑥2

𝑒2

𝑥∗
3∣2

𝑥∗
4∣2 𝑥∗

5∣2 𝑥∗
6∣2 𝑥∗

7∣2 𝑥∗
8∣2 𝑥∗

9∣2

𝑥3

𝑒3
𝑥∗

4∣3

𝑥∗
5∣3

𝑥∗
6∣3 𝑥∗

7∣3 𝑥∗
8∣3 𝑥∗

9∣3

𝑥4

𝑒4 𝑥∗
5∣4

𝑥∗
6∣4

𝑥∗
7∣4 𝑥∗

8∣4 𝑥∗
9∣4

𝑥5
𝑥6

𝑥7
𝑥8 𝑥9

⋯

图 3.1 次态控制误差累加引理的直观理解：次态控制误差不会在时间上累积
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在上述分析思路中，发挥核心作用的就是所谓的微扰响应上界（perturbation

bound）。正如引言所述，微扰分析法在优化理论中应用颇广，其中有一些工作也

涵盖了某些特定形式的有限时间最优控制问题，并得到了具有衰减特征的微扰响

应上界 [51-52,56-57]。我们的分析框架只要求其中两种形式的微扰响应上界成立：

① 固定初态 𝑧，对参数 𝜉𝑡1∶𝑡2 的微扰响应：只需考察首个控制输入的响应，即

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 )𝑣𝑡1

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉′

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹 )𝑣𝑡1 ‖ ⩽

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡2

∑𝑡=𝑡1

𝑞1(𝑡 − 𝑡1)𝛿𝑡
⎞
⎟
⎟
⎠

‖𝑧‖+
𝑡2

∑𝑡=𝑡1

𝑞2(𝑡−𝑡1)𝛿𝑡。

（3.1）
其中，𝛿𝑡 ∶= ‖𝜉𝑡 − 𝜉′

𝑡 ‖是 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]时刻参数的扰动，函数 𝑞1、𝑞2满足

lim
𝑡→∞

𝑞𝑖(𝑡) = 0，
∞

∑
𝑡=0

𝑞𝑖(𝑡) ⩽ 𝐶𝑖， （𝑖 = 1, 2）

这里常数 𝐶𝑖 ⩾ 1。此形式的微扰响应上界可用于给出次态控制误差的上界，
从而建立次态控制误差有界引理（参见引理 3.1）。

② 固定参数 𝜉𝑡1∶𝑡2，对初态 𝑧的微扰响应：这时需考察各时刻状态的响应，即

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 )𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧′, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 )𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ⩽ 𝑞3(𝑡−𝑡1) ‖𝑧 − 𝑧′‖，∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]。

（3.2）
其中，函数 𝑞3 满足∑∞

𝑡=0 𝑞3(𝑡) ⩽ 𝐶3，这里常数 𝐶3 ⩾ 1。此形式的微扰响应
上界可防止次态控制误差在时间上积累（正如图 3.1所展示的那样），从而
建立次态控制误差累加引理（参见引理 3.2）。相较于（3.1），（3.2）的响应
上界具有更自然、更简洁的形式。

我们指出：尽管文献中给出的微扰响应上界在形式上可能略有差异，但两种上界

从已有结果中大多是容易导出的。例如，许多文献中都将上述（3.1）、（3.2）两种
微扰响应合并至一个不等式中 [48,57]，这时只要分别将两种微扰之一置为 0，就得
到了我们期望的上界形式。按照上述方式分解微扰相应上界，主要是为了强调其

不同作用，以便于更好地理解微扰分析框架。

此外，我们对微扰响应上界的形式要求还表明 [48]中要求的指数衰减速率并
不必要，只要函数 𝑞1、𝑞2、𝑞3衰减得足够快（例如，以不慢于二次的速度衰减），则

相应的假设就可以成立，这也赋予我们的框架更广泛的应用潜力。在附录 B.8中，
我们给出了一个系统实例，其中微扰响应不可能是指数衰减的，故其中动态超额

代价的上界也将减弱。当然，在大多数系统中，只要加以适当的假设，所证明的

微扰响应上界仍将具有指数衰减的形式（即 𝑞1、𝑞2、𝑞3均为指数函数）。
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3.2 微扰分析框架

在上一节中，我们介绍了叙述微扰分析框架所需要的全部前置知识。本节将

逐步带领读者构建完整的微扰分析框架。由于模型预测控制器在每一时刻都直接

求解一个有限时间最优控制问题，在形式上与离线最优控制轨迹、后缀最优控制

轨迹保持一致，因此在分析上也显得更加简便。出于直观性的考虑，我们将首先

针对模型预测控制器给出微扰分析基本定理，随后再叙述如何拓展这一框架的应

用范围，以涵盖其他类型的动态控制器。

3.2.1 模型预测控制器：微扰分析基本定理

①建立微扰响应上界

②推导次态控制误差上界
（引理 3.1）

③得到动态超额代价上界
（引理 3.2）

动态超额代价上界

微
扰
分
析
基
本
定
理
（
定
理

3.3）

图 3.2 微扰分析框架的分步示意图

（针对模型预测控制器 MPC𝑘）

针对模型预测控制器MPC𝑘，图 3.2直观
地展示了我们的微扰分析框架。概而言之，我

们的框架首先要求在系统中建立形如（3.1）、
（3.2）的微扰响应上界（仅要求在一定条件
下成立，详见性质 3.2）；随后，由次态控制
误差有界引理（引理 3.1），可利用微扰响应
上界（3.1）得到次态控制误差的上界；最后，
借助次态控制误差累加引理（引理 3.2），便
可进而得到动态超额代价的上界。我们指出：

上述框架中的第一步和第三步对其他动态控

制器也适用，而第二步仅对 MPC𝑘成立（因

充分利用了 MPC𝑘 与最优轨迹的形式一致性，针对 MPC𝑘 的次态控制误差有界

引理在形式与证明上均较简洁），将在下一节作进一步拓展。

第一步：建立两种微扰响应上界 微扰响应上界的具体形式与有限时间最优

控制问题的具体形式关系甚密，其推导也没有一定之法，需要综合利用各类分析

技巧。因此，我们在这里暂不详细探讨怎样得到微扰响应上界（本章最后将简要

说明怎样在给定的系统模型下证明微扰响应上界），而将其表述为一种待证明的

事实。我们将后续步骤中所需的微扰响应性质总结如下。

性质 3.2 (系统的微扰响应性质)． 存在常数 𝑅 > 0，使得下述微扰响应上界成立：
① 在区间 [𝑡1, 𝑡2] = [𝑡, 𝑡 + 𝑘]上（其中 𝑡 < 𝑇 − 𝑘），（3.1）对下述参量成立：

∀𝑧 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡 , 𝑅)， ∀𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1 ∈ 𝛯𝑡∶𝑡+𝑘−1， ∀𝜉𝑡+𝑘, 𝜉′

𝑡+𝑘 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)；

𝜉′
𝑡∶𝑡+𝑘−1 = 𝜉∗

𝑡∶𝑡+𝑘−1， 𝐹 = 𝕀。
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② 在区间 [𝑡1, 𝑡2] = [𝑡, 𝑇 ]上（其中 𝑡 ⩾ 𝑇 − 𝑘），（3.1）对下述参量成立：

∀𝑧 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡 , 𝑅)， ∀𝜉𝑡∶𝑇 ∈ 𝛯𝑡∶𝑇；

𝜉′
𝑡∶𝑇 = 𝜉∗

𝑡∶𝑇， 𝐹 = 𝐹𝑇。

③ 对任意 𝑧, 𝑧′ ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡 , 𝑅)，（3.2）成立。

直观地说，性质 3.2 要求微扰响应上界（3.1）、（3.2）在离线最优控制轨迹
OPT的一个半径为 𝑅的邻域内成立，这比此前许多工作（如 [48]等）所证明的
全局微扰响应上界要宽松不少。之所以做出较宽松的假设，是因为我们希望框架

具有尽可能强的通用性。事实上，在一般的非线性系统或带有约束集的系统中，

考虑到优化问题的解在奇点附近和边界上的性质，一般不能期望全局微扰上界在

这些系统中成立（在附录 B.8中就给出了一个带约束集的简单实例），因此只能
退而求其次，证明局部成立的微扰响应上界。

第二步：推导次态控制误差 𝒆𝒕 的上界 这一步的核心是应用微扰响应上界

（3.1），导出次态控制误差 𝑒𝑡 的上界。读者应注意该步骤依赖 MPC𝑘 的特定形式，

而不能简单推广至其他动态控制器。仅就 MPC𝑘控制器而言，在假定性质 3.2成
立时，我们可以用一种通用的方式简便地完成这一步。我们将结果总结为针对

MPC𝑘控制器的次态控制误差有界引理（引理 3.1）。
引理 3.1 (MPC𝑘的次态控制误差有界引理)．在性质 3.1、性质 3.2成立的前提下，
若当前状态 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡 , 𝑅
𝐶3 )，而对一切 𝑡 < 𝑇 − 𝑘，MPC𝑘的终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘都

被设为某些 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡) ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)的指示函数，则 MPC𝑘的次态控制误差有上界

𝑒𝑡 ⩽
𝑘

∑
𝜏=0 ((

𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝜌𝑡,𝜏 + 2𝑅 ((
𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝑘) + 𝑞2(𝑘))。

（3.3）
证明． 该引理是微扰响应上界（3.1）的直接推论。事实上，对一切 𝑡 < 𝑇 − 𝑘，注
意到次态控制误差 𝑒𝑡有上界

𝑒𝑡 = ‖𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1∣𝑡, ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡); 𝕀)𝑣𝑡

− 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡‖ （3.4a）

= ‖𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1∣𝑡, ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡); 𝕀)𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗

𝑡∶𝑡+𝑘−1, 𝑥∗
𝑡+𝑘∣𝑡; 𝕀)𝑣𝑡‖ （3.4b）

⩽
𝑘−1

∑
𝜏=0

(‖𝑥𝑡‖ ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏))𝜌𝑡,𝜏 + (‖𝑥𝑡‖ ⋅ 𝑞1(𝑘) + 𝑞2(𝑘)) ‖ ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡) − 𝑥∗
𝑡+𝑘∣𝑡‖。

（3.4c）

其中，为将（3.4a）变形为（3.4b），仅需注意到最优性原理（principle of optimality）
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保证从 𝑥𝑡到 𝑥∗
𝑡+𝑘∣𝑡（解对应的有限时间最优控制问题所得的）最优路径与 𝑥𝑡起的

后缀最优控制轨迹完全重合；而（3.4c）直接应用了微扰响应上界（3.1）。
注意到题设 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡 , 𝑅
𝐶3 )及性质 3.1保证了 ‖𝑥𝑡‖ ⩽ 𝑅

𝐶3
+ 𝐷𝑥∗，题设保证了

̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡) ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘; 𝑅)，而性质 3.2保证了 𝑥∗

𝑡+𝑘∣𝑡 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘; 𝑅)。因此，利用三角不

等式，即证明了（3.4）对一切 𝑡 < 𝑇 − 𝑘成立。
类似地，对一切 𝑡 ⩾ 𝑇 − 𝑘，注意到次态控制误差有上界

𝑒𝑡 = ‖𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑇 ∣𝑡; 𝐹𝑇 ) − 𝜓𝑇

𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗
𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )‖ （3.5a）

⩽
𝑘

∑
𝜏=0

(‖𝑥𝑡‖ ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏))𝜌𝑡,𝜏 （3.5b）

⩽
𝑘

∑
𝜏=0 ((

𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝜌𝑡,𝜏。 （3.5c）

其中，（3.5a）是次态控制误差对MPC𝑘的定义；（3.5b）是微扰响应上界（3.1）的
直接应用（见性质 3.2）；在（3.5c）中，题设保证了 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡 , 𝑅
𝐶3 )，而性质 3.1保

证了 ‖𝑥∗
𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗（我们约定，对一切 𝑡 + 𝜏 > 𝑇，恒有 𝜌𝑡,𝜏 ≡ 0）。因此，（3.4）对

一切 𝑡 ⩾ 𝑇 − 𝑘也成立。这就完成了证明。 ∎
第三步：从∑𝑻 −1

𝒕=0 𝒆2
𝒕 的上界推出动态超额代价上界 分析框架的第三步依赖

于局部成立的微扰响应上界（3.2）（具体而言，是在离线最优控制轨迹OPT周围
半径为 𝑅的邻域内成立）。只要次态控制误差足够小，动态控制器给出的次态就
将保持在 OPT的邻域内，从而可以递归地利用上一节中给出的思路，求得动态
超额代价的上界。我们将结果总结为下述的次态控制误差累加引理（引理 3.2），
应注意其对一切动态控制器 ALG都适用，而不仅局限于 MPC𝑘。

引理 3.2 (次态控制误差累加引理)． 在性质 3.1、性质 3.2成立的前提下，对一切
时刻 𝑡，若动态控制器 ALG在 𝑡时刻前的次态控制误差都满足 𝑒𝜏 ⩽ 𝑅

𝐶2
3 𝐿𝑔
（∀𝜏 < 𝑡），

则 ALG控制轨迹上 𝑡时刻的状态与离线最优控制轨迹 OPT上 𝑡时刻的状态将足
够接近，即 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡 , 𝑅
𝐶3 )。进而，若对一切 𝑡 < 𝑇 都有 𝑒𝑡 ⩽ 𝑅

𝐶2
3 𝐿𝑔
，则 ALG满足

𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2 ⩽ (1 + 2𝐶3𝐿2
𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡， （3.6）

进而可推知 ALG的动态超额代价满足

cost(ALG) − cost(OPT) = 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

√√√
⎷

cost(OPT) ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡 +

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡
⎞
⎟
⎟
⎠
。 （3.7）
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证明． 由于引理的证明仅用到微扰响应上界（3.2），为使记号简洁，在不致引起
混淆的前提下，约定将 𝜓𝑇

𝑡 (𝑧, 𝜉∗
𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )简写为 𝜓𝑇

𝑡 (𝑧)。注意到：在任意的时刻 𝑡，
动力学函数的 Lipschitz连续性保证了

‖𝑥𝑡+1 − 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡)𝑦𝑡+1‖ = ‖𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉𝑡) − 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝜓𝑇

𝑡 (𝑥𝑡)𝑣𝑡; 𝜉𝑡)‖
⩽ 𝐿𝑔 ‖𝑢𝑡 − 𝜓𝑇

𝑡 (𝑥𝑡)𝑣𝑡‖ ⩽ 𝐿𝑔𝑒𝑡。 （3.8）

下面证明：若 𝑒𝜏 ⩽ 𝑅
𝐶2

3 𝐿𝑔
（∀𝜏 < 𝑡），则 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡 , 𝑅
𝐶3 )。对 𝑡用数学归纳法。

对于 𝑡 = 0的奠基步，显然有 𝑥∗
0 = 𝑥0，故命题成立。假设命题对 𝑡 − 1及之前的

各时刻都成立，则对 𝑡时刻有

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖ = ‖𝑥𝑡 − 𝜓𝑇

0 (𝑥0)𝑦𝑡‖

⩽ ‖𝑥𝑡 − 𝜓𝑇
𝑡−1(𝑥𝑡−1)𝑦𝑡‖ +

𝑡−1

∑
𝑖=1

‖𝜓𝑇
𝑡−𝑖(𝑥𝑡−𝑖)𝑦𝑡 − 𝜓𝑇

𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡‖

⩽ ‖𝑥𝑡 − 𝜓𝑇
𝑡−1(𝑥𝑡−1)𝑦𝑡‖ +

𝑡−1

∑
𝑖=1

𝑞3(𝑖) ‖𝑥𝑡−𝑖 − 𝜓𝑇
𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡−𝑖‖ （3.9a）

⩽
𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖) ‖𝑥𝑡−𝑖 − 𝜓𝑇
𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡−𝑖‖ （3.9b）

⩽ 𝐿𝑔

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒𝑡−𝑖−1。 （3.9c）

其中，（3.9a）用到了微扰响应上界（3.2）（参见性质 3.2），（3.9b）用到了 𝑞3(0) ⩾ 1，而
（3.9c）用到了（3.8）。为说明可以在（3.9a）中应用（3.2）的原因，注意到：由归纳假
设，对一切 𝑖 ∈ [1, 𝑡 − 1]都有 𝑥𝑡−𝑖−1 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡−𝑖−1, 𝑅
𝐶3 )，结合 𝑞3(1) ⩽ ∑∞

𝜏=0 𝑞3(𝜏) ⩽ 𝐶3

即得到 𝜓𝑇
𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡−𝑖 ∈ 𝔹 (𝑥∗

𝑡−𝑖, 𝑅)。因此，𝜓𝑇
𝑡−𝑖(𝑥𝑡−𝑖)和 𝜓𝑇

𝑡−𝑖 (𝜓𝑇
𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡−𝑖)

满足性质 3.2中要求的参量条件，可以应用微扰响应上界（3.2），其中最优性原
理又保证了后者恰为 𝜓𝑇

𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡。进而，将 𝑒𝑡−𝑖 ⩽ 𝑅
𝐶2

3 𝐿𝑔
代入（3.9），即得

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖ ⩽ 𝐿𝑔 ⋅ 𝑅

𝐶2
3 𝐿𝑔

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖) ⩽ 𝑅
𝐶3
。

这就完成了归纳步 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗
𝑡 , 𝑅

𝐶3 )，故命题成立。此外还可得到上述命题的一个

显然推论：若 𝑒𝜏 ⩽ 𝑅
𝐶2

3 𝐿𝑔
（∀𝜏 < 𝑡），则 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗

𝑡 , 𝑅
𝐶3 )。
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类似地，对 𝑢𝑡也有相应的命题：若 𝑒𝜏 ⩽ 𝑅
𝐶2

3 𝐿𝑔
（∀𝜏 < 𝑡），则

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖ = ‖𝑢𝑡 − 𝜓𝑇

0 (𝑥0)𝑣𝑡‖

⩽ ‖𝑢𝑡 − 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡)𝑣𝑡‖ +

𝑡−1

∑
𝑖=0

‖𝜓𝑇
𝑡−𝑖(𝑥𝑡−𝑖)𝑣𝑡 − 𝜓𝑇

𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑣𝑡‖

⩽ ‖𝑢𝑡 − 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡)𝑣𝑡‖ +

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖) ‖𝑥𝑡−𝑖 − 𝜓𝑇
𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡−𝑖‖

⩽ 𝑒𝑡 + 𝐿𝑔

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒𝑡−𝑖−1。 （3.10）

上述不等式成立的原因与（3.9a）相同，这里不再赘述。
利用式（3.9）和（3.10），可直接推知

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 ⩽ 𝐿2
𝑔

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒𝑡−𝑖−1
⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽ 𝐿2
𝑔

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒2
𝑡−𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎠

（3.11a）

⩽ 𝐶3𝐿2
𝑔

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒2
𝑡−𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎠
， （3.11b）

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2 ⩽
⎛
⎜
⎜
⎝
𝑒𝑡 + 𝐿𝑔

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒𝑡−𝑖−1
⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 𝐿2

𝑔

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝
𝑒2

𝑡 +
𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒2
𝑡−𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎠

（3.12a）

⩽ (1 + 𝐶3𝐿2
𝑔) ⋅

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑒2

𝑡 +
𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒2
𝑡−𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎠
， （3.12b）

其中（3.11a）、（3.12a）用到 Cauchy-Schwarz不等式，而（3.11b）、（3.12b）用到
假设∑𝑡−1

𝑖=0 𝑞3(𝑖) ⩽ 𝐶3。将（3.11）和（3.12）对时刻 𝑡求和，即得到
𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2
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⩽ 𝐶3𝐿2
𝑔

𝑇

∑
𝑡=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒2
𝑡−𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎠

+ (1 + 𝐶3𝐿2
𝑔) ⋅

𝑇 −1

∑
𝑡=0

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑒2

𝑡 +
𝑡−1

∑
𝑖=0

𝑞3(𝑖)𝑒2
𝑡−𝑖−1

⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ (1 + 2𝐶3𝐿2
𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡， （3.13）

其中最后一个不等式用到∑∞
𝑗=0 𝑞3(𝑗) ⩽ 𝐶3。

由于阶段代价函数 𝑓𝑡和终端代价函数 𝐹𝑇 都是良态函数，因此可以对其应用

引理 B.7。具体而言，对任意 𝜂 > 0，都有

cost(ALG) − cost(OPT)

⩽
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡; 𝜉∗
𝑡 ) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 ; 𝜉∗

𝑇 )
⎞
⎟
⎟
⎠

−
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑓𝑡(𝑥∗
𝑡 , 𝑢∗

𝑡 ; 𝜉∗
𝑡 ) + 𝐹𝑇 (𝑥∗

𝑇 ; 𝜉∗
𝑇 )

⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ 𝜂
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑓𝑡(𝑥∗
𝑡 , 𝑢∗

𝑡 ; 𝜉∗
𝑡 ) + 𝐹𝑇 (𝑥∗

𝑇 ; 𝜉∗
𝑇 )

⎞
⎟
⎟
⎠

+ ℓ
2 (1 + 1

𝜂 )
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2⎞
⎟
⎟
⎠

（3.14a）

⩽ 𝜂 ⋅ cost(OPT) + (1 + 1
𝜂 ) ⋅ ℓ2 ⋅ (1 + 2𝐶3𝐿2

𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡 （3.14b）

= 𝜂 ⋅ cost(OPT) + 1
𝜂 ⋅ ℓ2 ⋅ (1 + 2𝐶3𝐿2

𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡

+ ℓ
2 ⋅ (1 + 2𝐶3𝐿2

𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡。 （3.14c）

其中，（3.14a）用到（B.12），而（3.14b）用到（3.13）。适当选取可调节的参数 𝜂，
使（3.14c）的右端最小，即取

𝜂 =
⎛
⎜
⎜
⎝

ℓ
2 ⋅ (1 + 2𝐶3𝐿2

𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅ ∑𝑇 −1
𝑡=0 𝑒2

𝑡
cost(OPT)

⎞
⎟
⎟
⎠

1
2

，

则最终得到

cost(ALG) − cost(OPT) ⩽
√√√
⎷

(
ℓ
2 ⋅ (1 + 2𝐶3𝐿2

𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3)) ⋅ cost(OPT) ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡
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+ ℓ
2 ⋅ (1 + 2𝐶3𝐿2

𝑔) ⋅ (1 + 𝐶3) ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡。 （3.15）

这就完成了证明。 ∎
MPC𝒌的微扰分析基本定理 为了方便应用，我们将上述次态控制误差有界

引理（第二步）和次态控制误差累加引理（第三步）合并，就得到下面的定理 3.3，
称之为MPC𝑘的微扰分析基本定理。概而言之，这一定理表明：对MPC𝑘控制器

而言，当预测视野 𝑘足够长，而预测误差 𝜌𝑡,𝜏 足够小时，引理 3.1和引理 3.2共同
保证了 MPC𝑘 的控制轨迹不会离开离线最优控制轨迹附近半径为

𝑅
𝐶3
的邻域；在

代价函数为良态函数的假设下，即可进而证明其动态超额代价有上界。

定理 3.3 (MPC𝑘 的微扰分析基本定理)． 在性质 3.1、性质 3.2成立的前提下，若
对一切 𝑡 < 𝑇 −𝑘，MPC𝑘的终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘都被设为某些 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡) ∈ 𝔹 (𝑥∗

𝑡+𝑘, 𝑅)
的指示函数，同时预测视野 𝑘足够长、而预测误差 𝜌𝑡,𝜏 足够小，使得下式成立

𝑘

∑
𝜏=0 ((

𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝜌𝑡,𝜏+2𝑅 ((
𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝑘) + 𝑞2(𝑘)) ⩽ 𝑅
𝐶2

3 𝐿𝑔
，

则 MPC𝑘 的控制轨迹将保持在 OPT附近，即对一切时刻 𝑡都有 𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗
𝑡 , 𝑅

𝐶3 )。
进而，MPC𝑘的动态差额代价有上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) = 𝑂 (√cost(OPT) ⋅ 𝐸 + 𝐸)， （3.16）

其中 𝐸 = 𝑂 (∑𝑘−1
𝜏=0 (𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝑃 (𝜏) + (𝑞1(𝑘)2 + 𝑞2(𝑘)2) 𝑇 )。

证明． 我们用归纳法证明：对一切时刻 𝑡 < 𝑇，MPC𝑘的轨迹都满足下述性质：

𝑥𝑡 ∈ 𝔹(𝑥∗
𝑡 , 𝑅

𝐶3 )， （3.17a）

𝑒𝑡 ⩽
𝑘

∑
𝜏=0 ((

𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝜌𝑡,𝜏 + 2𝑅 ((
𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗) ⋅ 𝑞1(𝑘) + 𝑞2(𝑘))。

（3.17b）

对于 𝑡 = 0的奠基步，显然有 𝑥0 = 𝑥∗
0，故（3.17a）成立；而引理 3.1保证了（3.17b）

成立，故命题成立。假设命题对一切 𝜏 < 𝑡都成立，考虑 𝑡时刻的情形。据题设和
归纳假设（3.17b），对一切 𝜏 < 𝑡恒有 𝑒𝜏 ⩽ 𝑅

𝐶2
3 𝐿𝑔
。因此，引理 3.2保证（3.17a）在

𝑡时刻成立；进而，由于 MPC𝑘 的终端代价 𝐹𝑡+𝑘 取为 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡)的指示函数，故引
理 3.1保证了（3.17b）在 𝑡时刻也成立。这就完成了命题的归纳证明。
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令 𝑅0 ∶= 𝑅
𝐶3

+ 𝐷𝑥∗。注意到（3.17b）保证了

𝑒2
𝑡 ⩽

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝜏=0

(𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) + 2𝑅 (𝑅0 + 1)
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝜏=0

(𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝜌2
𝑡,𝜏 + 2𝑅 (𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝑘)2 + 𝑞2(𝑘)2)

⎞
⎟
⎟
⎠

（3.18a）

⩽ (𝑅0𝐶1 + 𝐶2 + 2𝑅(𝑅0 + 1))

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘−1

∑
𝜏=0

(𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝜌2
𝑡,𝜏 + (2𝑅 + 1) (𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝑘)2 + 𝑞2(𝑘)2)

⎞
⎟
⎟
⎠
，（3.18b）

其中（3.18a）用到Cauchy-Schwarz不等式，而（3.18b）用到了上界∑𝑘
𝜏=0 𝑞1(𝜏) ⩽ 𝐶1、

∑𝑘
𝜏=0 𝑞2(𝜏) ⩽ 𝐶2 及 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 1。由于（3.17）和（3.18）都对一切 𝑡 < 𝑇 成立，因此
利用引理 3.2，即得到

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ √cost(OPT) ⋅ 𝐸 + 𝐸，

其中

𝐸 ∶= (𝑅0𝐶1 + 𝐶2 + 2𝑅(𝑅0 + 1))

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘−1

∑
𝜏=0

(𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝜏) + 𝑞2(𝜏)) 𝑃 (𝜏) + (2𝑅 + 1) (𝑅0 ⋅ 𝑞1(𝑘)2 + 𝑞2(𝑘)2) 𝑇
⎞
⎟
⎟
⎠
。

这就完成了证明。 ∎
为更直观地理解（3.16）给出的动态超额代价上界，我们指出：在系统的

基本性质成立时，可以证明 cost(OPT) = 𝑂(𝑇 )，故 MPC𝑘 的动态超额代价不

超过 𝑂(√𝑇 𝐸 + 𝐸)；进而，当预测误差为 0 时，MPC𝑘 的动态超额代价有上界

𝑂((𝑞1(𝑘) + 𝑞2(𝑘)) ⋅ 𝑇 )，（在阶数上）复现并推广了 [48]中的结果。显然，预测误差
越大，动态超额代价的上界就越差；而当预测误差足够小（表现为 𝜏 步后的平方
加总预测强度 𝑃 (𝜏)足够小），且预测视野 𝑘 = 𝛺(ln 𝑇 )足够长时，动态超额代价的
上界将达到 𝑜(𝑇 )的数量级，即 MPC𝑘总能取得关于 𝑇 的亚线性动态超额代价。

3.2.2 带预测的动态控制器：框架的一般化

在上一小节中，我们曾多次明确指出：由于推导次态控制误差有界引理时利

用了 MPC𝑘 在设计上的特性，因此 MPC𝑘 的次态控制误差有界引理（引理 3.1）
不适用于一般的动态控制器。然而，我们还可以用其他方法从微扰响应上界导出

24



次态控制误差的上界，替换第二步后的分析框架如下图 3.3所示。

（3.1） 𝑒𝑡 的初始
上界（3.19）

（3.2）‖𝑥𝑡‖的初始
上界（3.20）

交替进行

上界细化

𝑒𝑡 的
上界

‖𝑥𝑡‖的
稳定性

②推导次态控制误差上界（一般方法）

（3.2）

引理 3.2∑𝑡 𝑒2
𝑡 的

上界
动态超额
代价上界

③得到动态超额代价上界

①建立微扰响应上界（3.1）和（3.2）

图 3.3 微扰分析框架的分步示意图（针对一般动态控制器 ALG）

重构的第二步：上界的交替细化 对于一般的动态控制器 ALG而言，只要
能写出其次态控制误差和沿控制轨迹各时刻状态的上界，就有可能借助微扰响应

上界，得到 ‖𝑥𝑡‖的稳定性和 𝑒𝑡的常数上界。一种一般化的分析思路如下：

① 利用微扰响应上界（3.1），得到次态控制误差 𝑒𝑡 的初始上界，其中一般含

有 ‖𝑥𝑡‖和其他有界项。通常，𝑒𝑡的初始上界具有形式

𝑒𝑡 ⩽ (𝑝1 + 𝜃1(𝑘)) ‖𝑥𝑡‖ + (𝑝2 + 𝜃2(𝑘))。 （3.19）

其中，𝑝1、𝑝2 项通常与预测误差 𝜌𝑡,𝜏 有关，𝜃1(𝑘)、𝜃2(𝑘)则通常与扰动响应
上界中的衰减系数有关。

② 利用微扰响应上界（3.2），得到系统状态 ‖𝑥𝑡‖的初始上界，其中一般含有
{𝑒𝜏}𝜏<𝑡和其他有界项。通常，‖𝑥𝑡‖的初始上界具有形式

‖𝑥𝑡‖ ⩽ 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜃(𝜏)𝑒𝑡−1−𝜏
⎞
⎟
⎟
⎠

+常数。 （3.20）

其中，𝜃(𝜏)与扰动响应上界中的衰减系数有关。
③ 交替进行上界细化，得到 𝑒𝑡、‖𝑥𝑡‖之间相互独立的常数上界。在①、②中，
我们已经得到了 𝑒𝑡、‖𝑥𝑡‖之间相互耦合的初始上界。这时，将 𝑒𝑡、‖𝑥𝑡‖的初
始上界交替代入（特别地，在上述形式下，可将 𝑒𝑡的初始上界代入 ‖𝑥𝑡‖的
初始上界），可设法得到 ‖𝑥𝑡‖关于 {‖𝑥𝜏‖}𝑡−1

𝜏=0的递归上界，其中不等式右端

的 ‖𝑥0‖, ⋯ , ‖𝑥𝑡−1‖等各项前会出现扰动响应上界中的衰减系数。这时，只
要衰减速率取得足够快（通常可将预测视野 𝑘取得足够大来实现），就可以
归纳地证明 ALG轨迹的稳定性，再将 ‖𝑥𝑡‖的常数上界代回 𝑒𝑡 的初始上界

得到 𝑒𝑡的常数上界。通常，‖𝑥𝑡‖和 𝑒𝑡的常数上界具有形式

‖𝑥𝑡‖ ⩽常数， 𝑒𝑡 ⩽ 𝑝3 + 𝜃3(𝑘)。 （3.21）

25



其中，𝑝3是与预测误差 𝜌𝑡,𝜏 有关的项，𝜃3(𝑘)是随预测视野 𝑘的增大而递减
至趋于 0的衰减项。

例 3.1 (仅噪声预测含误差的线性时变系统)． 为了演示如何对一般的动态控制器
应用第二步中交替细化上界的思路，我们以仅噪声预测含误差的线性时变系统为

例。设系统的动力学方程为 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡𝑥𝑡 + 𝐵𝑡𝑢𝑡 + 𝑤𝑡(𝜉∗
𝑡 )，其中函数 𝑤𝑡(𝜉𝑡)关于 𝜉𝑡

是 𝐿𝑤-Lipschitz连续的，且 ‖𝑤𝑡(𝜉𝑡)‖ ⩽ 𝐷𝑤，∀𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡。可以证明，该系统中的微扰

响应上界具有随时间距离指数衰减的系数（参见定理 B.10）。因此对 𝑡 < 𝑇 − 𝑘有

𝑒𝑡 = ‖𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1∣𝑡, 0; 𝕀)𝑣𝑡

− 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡‖
= ‖𝜓 𝑡+𝑘

𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1∣𝑡, 0; 𝕀)𝑣𝑡
− 𝜓 𝑡+𝑘

𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗
𝑡∶𝑡+𝑘−1, 𝑥∗

𝑡+𝑘∣𝑡; 𝕀)𝑣𝑡‖ （3.22a）

⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏 ‖𝑤𝑡+𝜏(𝜉𝑡+𝜏∣𝑡) − 𝑤𝑡+𝜏(𝜉∗
𝑡+𝜏)‖ + 𝜆𝑘‖𝑥∗

𝑡+𝑘∣𝑡‖
⎞
⎟
⎟
⎠

（3.22b）

⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝐿𝑤

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌𝑡,𝜏 + 𝜆𝑘‖𝑥∗
𝑡+𝑘∣𝑡‖

⎞
⎟
⎟
⎠
。 （3.22c）

其中，（3.22a）用到最优性原理，（3.22b）用到微扰响应上界（3.1），（3.22c）用到
𝑤𝑡(𝜉𝑡)的 Lipschitz连续性。注意到

‖𝑥∗
𝑡+𝑘∣𝑡‖ ⩽ ‖𝑥∗

𝑡+𝑘∣𝑡 − 𝑥∗
𝑡+𝑘‖ + ‖𝑥∗

𝑡+𝑘‖
= ‖𝜓𝑇

𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗
𝑡∶𝑇 −1; 𝐹𝑇 )𝑦𝑡+𝑘

− 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥∗

𝑡 , 𝜉∗
𝑡∶𝑇 −1; 𝐹𝑇 )𝑦𝑡+𝑘‖ + ‖𝑥∗

𝑡+𝑘‖

⩽ 𝐶𝜆𝑘 ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖ + ‖𝑥∗

𝑡+𝑘‖， （3.23）

其中最后一个不等号用到用到微扰响应上界（3.2）。将（3.23）代入（3.22）得

𝑒𝑡 ⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝐶𝜆2𝑘 ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗

𝑡 ‖ + 𝐿𝑤

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌𝑡,𝜏 + 𝜆𝑘 ‖𝑥∗
𝑡+𝑘‖

⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ 𝐶2𝜆2𝑘‖𝑥𝑡‖ + 𝐶𝐿𝑤
1 − 𝜆 + 𝐶2𝜆2𝑘 ‖𝑥∗

𝑡 ‖ + 𝐶𝜆𝑘 ‖𝑥∗
𝑡+𝑘‖

⩽ 𝐶2𝜆2𝑘‖𝑥𝑡‖ + 𝐶𝐿𝑤
1 − 𝜆 + 𝐶2(1 + 𝐶)𝜆𝑡+2𝑘 ‖𝑥init‖ + 2𝐶2𝐷𝑤𝜆𝑘

1 − 𝜆

⩽ 𝐶2𝜆2𝑘‖𝑥𝑡‖ + 𝐶2(1 + 𝐶)𝜆𝑡+2𝑘 ‖𝑥init‖ + 𝐶𝐿𝑤 + 2𝐶2𝐷𝑤
1 − 𝜆 。 （3.24）

对 𝑡 ⩾ 𝑇 − 𝑘，据 MPC𝑘的设计，相应的上界更加简洁，即有

𝑒𝑡 = ‖𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉𝑡∶𝑇 −1∣𝑡; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡

− 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 −1; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡‖
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⩽ 𝐶
𝑇 −𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏 ‖𝑤𝑡+𝜏(𝜉𝑡+𝜏∣𝑡) − 𝑤𝑡+𝜏(𝜉∗
𝑡+𝜏)‖

⩽ 𝐶𝐿𝑤

𝑇 −𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 𝐶𝐿𝑤
1 − 𝜆。 （3.25）

（3.24）和（3.25）就是 𝑒𝑡的初始上界，其右边具有所期望的形式。

另一方面，我们将 𝑥𝑡视为 𝜓𝑇
𝑡 (𝑥𝑡)𝑦𝑡（为使记号简洁，在不致引起混淆时，将

𝜓𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )简写为 𝜓𝑇
𝑡 (𝑧)），并对子问题的控制时长裂项求和，即可得到

‖𝑥𝑡‖ ⩽ ‖𝑥𝑡 − 𝜓𝑇
𝑡−1(𝑥𝑡−1)𝑦𝑡‖ +

𝑘−1

∑
𝑖=1

‖𝜓𝑇
𝑡−𝑖(𝑥𝑡−𝑖)𝑦𝑡 − 𝜓𝑇

𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡‖ + ‖𝜓𝑇
𝑡−𝑘(𝑥𝑡−𝑘)𝑦𝑡‖

⩽ 𝐶
𝑘−1

∑
𝑖=0

𝜆𝑖
‖𝑥𝑡−𝑖 − 𝜓𝑇

𝑡−𝑖−1(𝑥𝑡−𝑖−1)𝑦𝑡−𝑖‖ + 𝐶𝜆𝑘 ‖𝑥𝑡−𝑘‖ + 2𝐶𝐷𝑤
1 − 𝜆

= 𝐶𝐿𝑔

𝑘

∑
𝑖=1

𝜆𝑖−1𝑒𝑡−𝑖 + 𝐶𝜆𝑘 ‖𝑥𝑡−𝑘‖ + 2𝐶𝐷𝑤
1 − 𝜆 。 （3.26）

上式（3.26）就是 ‖𝑥𝑡‖的初始上界，其右边同样具有所期望的形式。
将（3.24）、（3.25）代入（3.26），即得 ‖𝑥𝑡‖的递归上界

‖𝑥𝑡‖ ⩽ 𝐶3𝐿𝑔𝜆2𝑘
𝑘

∑
𝑖=1

𝜆𝑖−1 ‖𝑥𝑡−𝑖‖ + 𝐶𝜆𝑘 ‖𝑥𝑡−𝑘‖ + 𝐶3𝐿𝑔(1 + 𝐶) ⋅ 𝑘𝜆𝑡+2𝑘−1 ‖𝑥init‖

+
𝐶2𝐿𝑔(𝐿𝑤 + 2𝐶𝐷𝑤) + 2𝐶𝐷𝑤(1 − 𝜆)

(1 − 𝜆)2 。 （3.27）

若取足够大的预测视野 𝑘，使得
𝐶3𝐿𝑔

1 − √𝜆
⋅ 𝜆2𝑘−1 + 𝐶𝜆

𝑘
2 + 𝐶3𝐿𝑔(1 + 𝐶) ⋅ 𝑘𝜆2𝑘−1 ⩽ 1，

𝐶3𝐿𝑔
1 − 𝜆 ⋅ 𝜆2𝑘 + 𝐶𝜆𝑘 ⩽ 1

2，

同时成立，则用数学归纳法容易证明

‖𝑥𝑡‖ ⩽ 𝜆
𝑡
2 ‖𝑥init‖ +

2𝐶2𝐿𝑔(𝐿𝑤 + 2𝐶𝐷𝑤) + 4𝐶𝐷𝑤(1 − 𝜆)
(1 − 𝜆)2 ， （3.28）

这就证明了 ALG的稳定性（即 ‖𝑥𝑡‖具有常数上界）。最后，将 ‖𝑥𝑡‖的常数上界
代回 𝑒𝑡的初始上界，即得 𝑒𝑡的常数上界。

为了方便应用次态控制误差累加引理，我们也可以直接给出∑𝑇 −1
𝑡=0 𝑒2

𝑡 的上界。
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注意到对 𝑡 < 𝑇 − 𝑘恒有

𝑒2
𝑡 ⩽ 𝐶2

⎛
⎜
⎜
⎝
𝐶𝜆2𝑘 ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗

𝑡 ‖ + 𝐿𝑤

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌𝑡,𝜏 + 𝜆𝑘 ‖𝑥∗
𝑡+𝑘‖

⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽ 𝐶2
⎛
⎜
⎜
⎝
𝐶𝜆2𝑘 + 𝐿2

𝑤

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏 + 1
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅
⎛
⎜
⎜
⎝
𝐶𝜆2𝑘 ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗

𝑡 ‖
2 +

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌2
𝑡,𝜏 + 𝜆2𝑘 ‖𝑥∗

𝑡+𝑘‖
2⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ 𝐶2
(

1 + 𝐶 + 𝐿2
𝑤

1 − 𝜆)
⋅

⎛
⎜
⎜
⎝
𝐶𝜆2𝑘 ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗

𝑡 ‖
2 +

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌2
𝑡,𝜏 + 𝜆2𝑘 ‖𝑥∗

𝑡+𝑘‖
2⎞
⎟
⎟
⎠
，

（3.29）

而对 𝑡 ⩾ 𝑇 − 𝑘则有

𝑒2
𝑡 ⩽ 𝐶2𝐿2

𝑤
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌𝑡,𝜏
⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽ 𝐶2𝐿2
𝑤

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌2
𝑡,𝜏

⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ 𝐶2𝐿2
𝑤

1 − 𝜆 ⋅
𝑇 −𝑡−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏𝜌2
𝑡,𝜏。 （3.30）

因此，将（3.29）、（3.30）对 𝑡求和，即得
𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡 ⩽ 𝐶3

(
1 + 𝐶 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆)

⋅ 𝜆2𝑘 ⋅
𝑇 −𝑘

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2

+ 𝐶2
(

1 + 𝐶 + 𝐿2
𝑤

1 − 𝜆)
⋅

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
𝑇 −𝜏−1

∑
𝑡=0

𝜌2
𝑡,𝜏

+ 𝐶2 ⋅ 𝜆2𝑘 ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=𝑘

‖𝑥∗
𝑡 ‖

2
。 （3.31）

作放缩 ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖2 ⩽ 2(‖𝑥𝑡‖2 + ‖𝑥∗

𝑡 ‖2)，并代入 ‖𝑥𝑡‖的常数上界（3.28），即得到
∑𝑇 −1

𝑡=0 𝑒2
𝑡 的上界。这就完成了一般框架中的第二步分析。 ∎
我们指出：用本节中所述方法得到∑𝑇 −1

𝑡=0 𝑒2
𝑡 的上界，虽然不如直接套用次态

控制误差有界定理简便，但所得上界相对更紧，并且也不用设法保证终端代价的

参考状态足够接近 OPT，因此得到的性能保证更具一般性。然而，这种方法毕竟
相对繁复，也没有定法可循，给框架的应用带来了不便。考虑到本文后续将着重

分析模型预测控制器MPC𝑘的性能保证，除非另行说明，我们不再采用本节所述
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的一般分析思路。感兴趣的读者可以自行比较两种方法得到的上界有何不同。

至此，我们就完成了微扰分析框架的叙述。在之后各章中，我们将在不同的

系统模型中，应用上述框架得到模型预测控制器 MPC𝑘的性能保证。

3.3 得到微扰响应上界的常用方法

前述各节中，我们总是假设微扰响应上界成立，但没有讨论怎样得到微扰响

应上界。事实上，对于不同形式的系统模型，得到微扰上界的方法也各不相同，

需要综合利用系统特性和各种分析技巧。这里介绍几种常见的思路：

• 直接写出最优控制问题（2.1）的显式解（包括闭式解或递推解）。这种方法
一般只适用于线性二次型调节器（linear quadratic regulator, LQR）等形式较

简单的系统。在带仿射约束的时变线性二次型调节器系统（参见 [51]）及含
一般预测误差的时变线性二次型调节器系统（参见 5.2节）中得到微扰响应
上界，都是利用了这一方法。

• 将最优控制问题（2.1）规约至无约束的光滑在线凸优化问题。这种方法是
为了排除由动力学方程引入的等式约束，从而可以利用无约束问题的微分

学性质得到微扰响应上界，因此一般只适用于无约束的系统。在无约束的

时变线性系统中可以利用这一方法得到微扰响应上界（参见 [48]和 4.1节）。
• 将最优控制问题（2.1）作为约束优化问题求解。这种方法最直接，适用范
围最广，但对分析技巧的要求也最高。通常，对于含约束的优化问题，可以

写出其 Lagrangian量 L，然后对其 Hessian矩阵作分析得到微扰响应上界。
在时变非线性系统中得到微扰响应上界（参见 4.2节）将利用这一方法。

在处理不同的系统模型时，需要结合系统的特性灵活运用上述分析方法。

我们特别指出：优化问题的局部耦合性质（local coupling property）常可导出

指数衰减的微扰响应上界。这是因为，由最优化条件（如 KKT条件）可以推出
微小扰动满足的局部线性化方程，其系数矩阵与 Lagrangian量的 Hessian矩阵有
关，而局部耦合性质使 Hessian矩阵为分块带状矩阵，因此通过带状矩阵求逆的
性质（参见 B.1.1节）就能得到指数衰减的微扰响应上界。
还需要指出：建立流水线式的微扰分析框架，就是为了能简便地将已有的微

扰响应上界转化为控制器的性能保证，因此在文献中已有可用的微扰响应上界

时 [48,51-52,56-57]，不妨直接应用。

附录 B.1总结了得到微扰响应上界时常用的一些技术性结果。
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第 4章 模型预测控制在预测不含误差时的性能分析

从本章开始，我们将由浅入深地展示如何在具体的系统模型中应用微扰分析

基本定理，得到模型预测控制器的性能保证。本章中，我们将分析最简单的一类

系统模型，其中不含预测误差和约束条件。我们首先考虑线性时变系统，尝试在

新的微扰分析框架下复现 [48]中的结果；随后，我们将结果进一步推广至非线性
时变系统。本章将着重展示如何在具体系统中使用不同的分析技术得到微扰响应

上界，这些实例可以加深对 3.3节所作讨论的理解。
由于本章的系统模型均不含预测误差，为使记号简洁，约定所有参数 𝜉∗ 均

略去不写，并约定参数的取值空间 𝛯𝑡 ≡ {𝜉∗
𝑡 }。

4.1 不含预测误差的线性时变系统

首先考虑时变系统中最简单的一种情形，即不含预测误差的线性时变系统。

作为（2.1）的特例，该最优控制问题可表示为①

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

(𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡) + 𝑓 𝑢

𝑡 (𝑢𝑡)) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡𝑥𝑡 + 𝐵𝑡𝑢𝑡 + 𝑤𝑡， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （4.1）

𝑥0 = 𝑥init。

假设 4.1列举了所需的全部系统假设。
假设 4.1． 最优控制问题（4.1）满足下述假设：

• 代价函数：对一切时刻 𝑡，阶段代价函数 𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)、𝑓 𝑢

𝑡 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)以及终端代价
函数 𝐹𝑇 (𝑥𝑡) 都是二阶连续可微的非负函数，且具有 𝜇-强凸性和 ℓ-光滑性。
不失一般性，不妨假设其极小值点均为 0。

• 动力系统：对一切时刻 𝑡，系统的动力学矩阵满足 ‖𝐴𝑡‖ ⩽ 𝑎、‖𝐵𝑡‖ ⩽ 𝑏和
‖𝐵†

𝑡 ‖ ⩽ 𝑏′，其中 𝐵†
𝑡 表示矩阵 𝐵𝑡 的 Moore–Penrose广义逆；各时刻的噪声

𝑤𝑡 都是有界的（即存在常数 𝐷𝑤 > 0，使得对一切时刻 𝑡都有 ‖𝑤𝑡‖ ⩽ 𝐷𝑤）；

同时，系统是 𝜎-一致可控的，且可控性指数为 𝑑。
此时，可以证明 OPT的稳定性，即存在常数 𝐷𝑥∗ > 0，使得 ‖𝑥∗

𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗（∀𝑡）。

① 为使记号简洁，同时照顾使用习惯，这里用 𝑤𝑡 代替 𝑤𝑡(𝜉∗
𝑡 )。
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在假设 4.1下，性质 3.1显然成立，且可以证明：存在常数𝐻1 ⩾ 1、𝜆1 ∈ (0, 1)，
使得微扰响应上界（3.1）、（3.2）全局成立（而不局限在某个邻域内），其中

𝑞1(𝑡) = 0， 𝑞2(𝑡) = 𝐻1𝜆𝑡
1， 𝑞3(𝑡) = 𝐻1𝜆𝑡

1。

特别地，令 𝑅 ∶= max{𝐷𝑥∗ , 𝐿𝑔𝐻3
1

(1−𝜆1)3 }，则性质 3.2关于半径 𝑅成立。这时，对于
带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘 控制器，可以在该系统模型下应

用定理 3.3，得到下面的动态超额代价上界。
定理 4.1． 对满足假设 4.1的最优控制问题（4.1），若预测视野 𝑘满足

𝑘 ⩾ ln
(

2𝐻3
1 𝐿𝑔

(1 − 𝜆1)2 ) / ln(1/𝜆1) = 𝑂(1)，

则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) ≡ 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ 𝑂(𝜆𝑘
1𝑇 )。

定理中常数的具体表达式及其完整证明，可参见附录 B.2。我们指出：上述
定理在新的框架下成功复现了 [48]中的主要结果，并且在结果的阶上保持一致。

4.2 不含预测误差的非线性时变系统

本节继续推广上一节中的结果，考虑不含预测误差的非线性时变系统。作为

（2.1）的特例，该最优控制问题可表示为

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡)， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （4.2）

𝑥0 = 𝑥init。

假设 4.2列举了所需的全部系统假设。
假设 4.2． 最优控制问题（4.2）满足下述假设：

• 代价函数：对一切时刻 𝑡，阶段代价函数 𝑓𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡)和终端代价函数 𝐹𝑇 (𝑥𝑡)都
是二阶连续可微的非负函数，且具有 𝜇-强凸性和 ℓ-光滑性。不失一般性，不
妨假设其极小值点均为 0。

• 动力系统：对一切时刻 𝑡，动力学方程 𝑔𝑡 关于 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)都是 𝐿𝑔-Lipshitz连续
的，且是 ℓ-光滑的；各时刻动力学方程关于阶段代价函数的极值点漂移量
有充分小的上界（即 ‖𝑔𝑡(0, 0)‖ ⩽ 𝐷z

√𝑇
）；同时，各时刻的真实系统和可能的
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预测系统都是 𝜎-一致可控的，且可控性指数为 𝑑。
• OPT的稳定性：存在常数 𝐷𝑥∗ > 0，使得 ‖𝑥∗

𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗ 对一切时刻 𝑡成立。
在假设 4.2下，性质 3.1显然成立，且可以证明：存在常数𝐻2 ⩾ 1、𝜆2 ∈ (0, 1)，

使得微扰响应上界（3.1）、（3.2）全局成立（而不局限在某个邻域内），其中

𝑞1(𝑡) = 0， 𝑞2(𝑡) = 𝐻2𝜆𝑡
2， 𝑞3(𝑡) = 𝐻2𝜆𝑡

2。

特别地，令 𝑅 ∶= max{𝐷𝑥∗ , 𝐿𝑔𝐻3
2

(1−𝜆2)3 }，则性质 3.2关于半径 𝑅成立。这时，对于
带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘 控制器，可以在该系统模型下应

用定理 3.3，得到下面的动态超额代价上界。
定理 4.2． 对满足假设 4.2的最优控制问题（4.2），若预测视野 𝑘满足

𝑘 ⩾ ln
(

2𝐻3
2 𝐿𝑔

(1 − 𝜆2)2 ) / ln(1/𝜆2) = 𝑂(1)，

则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) ≡ 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ 𝑂(𝜆𝑘
2𝑇 )。

定理中常数的具体表达式及其完整证明，可参见附录 B.3。
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第 5章 模型预测控制在预测含误差时的性能分析

本章中，我们将进而考虑预测含误差的线性时变系统。首先，我们在一般的

线性时变系统讨论噪声含误差这一较简单的情形，其分析在直觉上相当于直接在

次态控制误差上叠加了噪声预测误差，而任何常数误差都随时间推移指数衰减。

随后，我们进一步讨论动力学矩阵与代价函数均含误差的一般情形，这一分析是

相对困难的，因此我们只考虑时变的线性二次型调节器系统。

5.1 仅噪声含预测误差的线性时变系统

首先考虑一种简单情形，即对系统动力学方程和代价函数的预测保持精确，

而仅对噪声序列的预测含有误差。这时，所需要的微扰上界与无预测误差的情形

完全相同，这给分析带来了便利。作为（2.1）的特例，该最优控制问题可表示为

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

(𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡) + 𝑓 𝑢

𝑡 (𝑢𝑡)) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡𝑥𝑡 + 𝐵𝑡𝑢𝑡 + 𝑤𝑡(𝜉∗
𝑡 )， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （5.1）

𝑥0 = 𝑥init。

假设 5.1列举了所需的全部系统假设。
假设 5.1． 最优控制问题（5.1）满足下述假设：

• 代价函数：对一切时刻 𝑡，阶段代价函数 𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)、𝑓 𝑢

𝑡 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)以及终端代价
函数 𝐹𝑇 (𝑥𝑡) 都是二阶连续可微的非负函数，且具有 𝜇-强凸性和 ℓ-光滑性。
不失一般性，不妨假设其极小值点均为 0。

• 动力系统：对一切时刻 𝑡，系统的动力学矩阵满足 ‖𝐴𝑡‖ ⩽ 𝑎、‖𝐵𝑡‖ ⩽ 𝑏和
‖𝐵†

𝑡 ‖ ⩽ 𝑏′，其中 𝐵†
𝑡 表示矩阵 𝐵𝑡 的 Moore–Penrose广义逆；同时，系统是

𝜎-一致可控的，且可控性指数为 𝑑。
• 预测量：𝑤𝑡是有界的（对一切时刻 𝑡和参数 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡，‖𝑤𝑡(𝜉𝑡)‖ ⩽ 𝐷𝑤），并且

关于不确定性参数 𝜉𝑡 是 𝐿𝑤-Lipschitz连续的（对一切时刻 𝑡和参数 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡，

‖𝑤𝑡(𝜉𝑡) − 𝑤𝑡(𝜉′
𝑡 )‖ ⩽ 𝐿𝑤 ‖𝜉𝑡 − 𝜉′

𝑡 ‖）。
此时，可以证明 OPT的稳定性，即存在常数 𝐷𝑥∗ > 0，使得 ‖𝑥∗

𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗（∀𝑡）。
本节将沿用 4.1节得到的微扰响应上界，并展示两种不同的分析方法。
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直接应用微扰分析基本定理 在假设 5.1下，性质 3.1显然成立，且可以证
明：存在常数𝐻3 ⩾ 1、𝜆3 ∈ (0, 1)，使得微扰响应上界（3.1）、（3.2）全局成立（而
不局限在某个邻域内），其中

𝑞1(𝑡) = 0， 𝑞2(𝑡) = 𝐻3𝜆𝑡
3， 𝑞3(𝑡) = 𝐻3𝜆𝑡

3。

特别地，令 𝑅 ∶= max{𝐷𝑥∗ , 2𝐿𝑔𝐻3
3

(1−𝜆3)3 }，则性质 3.2关于半径 𝑅成立。这时，对于
带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘 控制器，可以在该系统模型下应

用定理 3.3，得到下面的动态超额代价上界。
定理 5.1． 对满足假设 5.1的最优控制问题（5.1），若预测视野 𝑘满足

𝑘 ⩾ ln
(

4𝐻3
3 𝐿𝑔

(1 − 𝜆3)2 ) / ln(1/𝜆3) = 𝑂(1)，

而预测误差满足

𝑘

∑
𝜏=0

𝜆2𝜏
2 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 𝛺(1)，

则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) ≡ 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

√√√
⎷

𝑇 ⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏) + 𝜆2𝑘

3 𝑇 2 +
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏)

⎞
⎟
⎟
⎠
。

定理中常数的具体表达式及其完整证明，可参见附录 B.4。注意到：当预测
误差为 0时，定理 5.1中的上界将退化至 𝑂(𝜆𝑘

3𝑇 )，这与 4.1节的结果保持一致。
此外，由加权总预测误差∑𝑘−1

𝜏=0 𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏)的形式可知，降低近期的预测误差比降低

远期的预测误差更为重要——这同样与我们的直觉相符。

使用一般分析框架 为了得到性能竞争比的上界，我们需要使用前文介绍的

更一般的分析框架。这一框架也能同时得到动态超额代价的上界，且结果的阶与

定理 5.1中保持一致，只在条件和常数上有所差异。
定理 5.2． 对满足假设 5.1的最优控制问题（5.1），若预测视野 𝑘满足

𝑘 ⩾ 1
2 ln

(
𝐻3

3 (
1 +

2𝐻3𝐿2
𝑔

1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3
1 − 𝜆3 ) (

1 + 𝐻3 + 𝐿2
𝑤

1 − 𝜆3 )) / ln(1/𝜆3)，

则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) ≡ 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) = 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

√√√
⎷

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏) + 𝜆2𝑘

3 ⋅ 𝑇
⎞
⎟
⎟
⎠
。
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进而，如果 𝜏 步后的平方加总预测强度有上界 𝑃 (𝜏) ⩽ 𝜋𝜏 ⋅ cost(OPT)（0 ⩽ 𝜏 < 𝑘），
则则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) ≡ 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘有性能竞争比上界

cost(MPC𝑘)
cost(OPT) ⩽ 1 + 𝑂

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝜋𝜏 + 𝜆2𝑘

3 +
√√√
⎷

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝜋𝜏 + 𝜆2𝑘

3

⎞
⎟
⎟
⎠
。

5.2 含一般预测误差的时变线性二次型调节器系统

本节将讨论更一般的预测误差，即动力学函数和代价函数均含误差的情形。

为了简化讨论，我们仅考虑形式较简单的线性二次型调节器（LQR）系统。作为
（2.1）的特例，该最优控制问题可表示为

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

((𝑥𝑡 − �̄�𝑡(𝜉∗
𝑡 ))⊤𝑄𝑡(𝜉∗

𝑡 )(𝑥𝑡 − �̄�𝑡(𝜉∗
𝑡 )) + 𝑢⊤

𝑡 𝑅𝑡(𝜉∗
𝑡 )𝑢𝑡) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 ; 𝜉∗

𝑡 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡(𝜉∗
𝑡 ) ⋅ 𝑥𝑡 + 𝐵𝑡(𝜉∗

𝑡 ) ⋅ 𝑢𝑡 + 𝑤𝑡(𝜉∗
𝑡 )， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （5.2）

𝑥0 = 𝑥init，

这里终端代价函数也是二次型，即 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 ; 𝜉∗
𝑇 ) ∶= (𝑥𝑇 −�̄�𝑇 (𝜉∗

𝑇 ))⊤𝑃𝑇 (𝜉∗
𝑇 )(𝑥𝑇 −�̄�(𝜉∗

𝑇 ))。
假设 5.2列举了所需的全部系统假设。
假设 5.2． 最优控制问题（5.2）满足下述假设：

• 代价函数：对一切时刻 𝑡和参数 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡，阶段代价矩阵满足 𝜇𝐼 ⪯ 𝑄𝑡(𝜉𝑡) ⪯ ℓ𝐼、
𝜇𝐼 ⪯ 𝑅𝑡(𝜉𝑡) ⪯ ℓ𝐼，而终端代价矩阵也满足 𝜇𝐼 ⪯ 𝑃𝑇 (𝜉𝑇 ) ⪯ ℓ𝐼。

• 动力系统：对一切时刻 𝑡和参数 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡，动力学矩阵𝐵𝑡(𝜉𝑡)都满足 ‖𝐵𝑡‖ ⩽ 𝐿𝑔；

同时，各时刻的真实系统和所有预测的系统都是 𝜎-一致可控的。
• 预测量：所有预测量都有界（对一切时刻 𝑡和参数 𝜉𝑡 ∈ 𝛯𝑡，‖𝑤𝑡(𝜉𝑡)‖ ⩽ 𝐷𝑤、

‖�̄�𝑡(𝜉𝑡)‖ ⩽ 𝐷�̄�、‖𝐴𝑡(𝜉𝑡)‖ ⩽ 𝑎、‖𝐵𝑡(𝜉𝑡)‖ ⩽ 𝑏），并且都是 Lipschitz连续的（例
如，存在常数 𝐿𝐴，使 ‖𝐴𝑡(𝜉𝑡) − 𝐴𝑡(𝜉′

𝑡 )‖ ⩽ 𝐿𝐴 ‖𝜉𝑡 − 𝜉′
𝑡 ‖对一切 𝜉𝑡, 𝜉′

𝑡 ∈ 𝛯𝑡 及

一切时刻 𝑡成立；类似可定义 𝐿𝐵, 𝐿𝑄, 𝐿𝑅, 𝐿�̄�, 𝐿𝑤等常数）。

• OPT的稳定性：存在常数 𝐷𝑥∗ > 0，使得 ‖𝑥∗
𝑡 ‖ ⩽ 𝐷𝑥∗ 对一切时刻 𝑡成立。

在假设 5.2下，性质 3.1显然成立，且可以证明：存在常数𝐻4 ⩾ 1、𝜆4 ∈ (0, 1)，
使得微扰响应上界（3.1）、（3.2）全局成立（而不局限在某个邻域内），其中

𝑞1(𝑡) = 𝐻4𝜆2𝑡
4， 𝑞2(𝑡) = 𝐻4𝜆𝑡

4， 𝑞3(𝑡) = 𝐻4𝜆𝑡
4。

特别地，令 𝑅 = 𝐷∗
𝑥 + 𝐷�̄�，则性质 3.2关于半径 𝑅成立。这时，对于带终端代价
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函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; �̄�(𝜉𝑡∣𝑡+𝑘))的 MPC𝑘 控制器，可以在该系统模型下应用定

理 3.3，得到下面的动态超额代价上界。
定理 5.3． 对满足假设 5.2的最优控制问题（5.2），若预测视野 𝑘满足

𝑘 ⩾ log
(

(1 − 𝜆4)2

4𝐻2
4 𝐿𝑔 ((1 − 𝜆4)(𝐷𝑥∗ + 𝐷�̄�) + 𝐻4(𝐷𝑥∗ + 1))) / ln(1/𝜆4) = 𝑂(1)，

而预测误差满足

𝑘

∑
𝜏=0

𝜆2𝜏
4 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 𝛺(1)，

则带终端代价 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; �̄�(𝜉𝑡∣𝑡+𝑘))的 MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

√√√
⎷

𝑇 ⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
4𝑃 (𝜏) + 𝜆2𝑘

4 𝑇 2 +
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
4𝑃 (𝜏)

⎞
⎟
⎟
⎠
。

定理中常数的具体表达式及其完整证明，可参见附录 B.5。与定理 5.1相比，
定理 5.3额外要求加权总预测误差 ∑𝑘

𝜏=0 𝜆2𝜏
4 𝜌𝑡,𝜏 有常数上界。结果的不同凸显了

动力学矩阵 (𝐴𝑡, 𝐵𝑡)上的预测误差与噪声 𝑤𝑡上预测误差的差异：在动力学方程含

误差的情形中，若预测误差超过某个阈值，则控制器甚至无法镇定系统轨迹，更

不用说实现近似最优控制了。
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第 6章 模型预测控制在系统含约束条件时的性能分析

本章中，我们从另一个角度一般化系统模型，即要求系统状态 𝑥𝑡 和控制输

入 𝑢𝑡在某些约束条件下（而非全空间中）取值。这样的假设也符合我们对真实系

统的认识，因为大多数实际控制系统都不允许系统状态和控制输入趋于无穷大。

引入约束条件将给我们的分析带来较大的困难，其主要难点来源于边界附近的

突变，包括系统状态接近约束集边界时产生的轨迹可行性问题，以及活跃约束集

（active constraint set）发生跃变时产生的不连续性问题。

由于文献中关于含约束优化问题的微扰响应已经有比较丰富的结果，本章还

将着重展示如何对已有的微扰响应上界作变形，使之符合性质 3.2 要求的形式。
这也从侧面反映了框架的普适性和易用性。

6.1 含仿射约束的时变线性二次型调节器系统

首先，我们仍考虑较简单的线性二次型调节器（LQR）系统，只是向系统中
加入关于 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)的仿射约束。为了突出约束集的影响，我们不考虑预测误差，即
假定所有预测都是准确的。作为（2.1）的特例，该最优控制问题可表示为

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

((𝑥𝑡 − �̄�𝑡)⊤𝑄𝑡(𝑥𝑡 − �̄�𝑡) + 𝑢⊤
𝑡 𝑅𝑡𝑢𝑡) + (𝑥𝑇 − �̄�𝑇 )⊤𝑄𝑇 (𝑥𝑇 − �̄�𝑇 )

subject to 𝑥𝑡 = 𝐴𝑡𝑥𝑡 + 𝐵𝑡𝑢𝑡 + 𝑤𝑡， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （6.1）

̃𝛤 𝑥
𝑡 𝑥𝑡 + ̃𝛤 𝑢

𝑡 𝑢𝑡 ⩾ ̃𝛽𝑡， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇，

𝑥0 = 𝑥init。

其中， ̃𝛤 𝑥
𝑡 ∈ ℝ𝑟𝑡×𝑛、 ̃𝛤 𝑢

𝑡 ∈ ℝ𝑟𝑡×𝑚 分别是关于 𝑥𝑡、𝑢𝑡 的约束矩阵，而 ̃𝛽𝑡 ∈ ℝ𝑟𝑡 则是

仿射约束的常数向量（这里用 𝑟𝑡表示 𝑡时刻的约束数量）。假设 6.1列举了所需的
全部系统假设。

假设 6.1． 最优控制问题（5.2）满足下述假设：①

• 代价函数：对一切时刻 𝑡，代价矩阵 𝑄𝑡、𝑅𝑡满足 ℓ ⩽ 𝜎(𝑄𝑡), 𝜎(𝑅𝑡) ⩽ 𝜇。
• 动力系统：对一切时刻 𝑡，动力学矩阵 𝐴𝑡、𝐵𝑡 均满足 ‖𝐴𝑡‖ ⩽ 𝑎、‖𝐵𝑡‖ ⩽ 𝑏；
同时，系统是 𝜎-一致可控的，且可控性系数为 𝑑。

① 在原文 [51]中，𝜎-一致可控性被称为 UCC(𝜆𝐶 )，其中 𝜆𝐶 = 𝜎2；𝛾-LICQ性质被称为 UDB(𝛾)。这里选用的
术语与前文及控制理论中通用的术语保持一致。
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• 约束条件：对一切时刻 𝑡和一切活跃约束指标集 𝐼𝑡 ⊆ {1, ⋯ , 𝑟𝑡}，活跃约束矩
阵（定义见附录）𝛤 𝑥

𝑡,𝐼𝑡
、𝛤 𝑢

𝑡,𝐼𝑡
、 ̂𝛤 𝑢

𝑡,𝐼𝑡
满足 ‖𝛤 𝑥

𝑡,𝐼𝑡‖ ⩽ 𝛾𝑥, ‖𝛤 𝑢
𝑡,𝐼𝑡‖ ⩽ 𝛾𝑢, ‖ ̂𝛤 𝑢

𝑡,𝐼𝑡‖ ⩽ ̂𝛾𝑢。

同时，存在常数 𝑅0，使得对一切时刻 𝑡，任意 𝑥𝑡 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡 , 𝑅0)处的活跃约束

指标集均为最优状态 𝑥∗
𝑡 处的活跃约束指标集 𝐼∗

𝑡，且矩阵 𝛤 𝑢
𝑡,𝐼∗

𝑡
满足 𝛾-LICQ

条件（即 𝛤 𝑢
𝑡,𝐼∗

𝑡
(𝛤 𝑢

𝑡,𝐼∗
𝑡
)⊤ ⪰ 𝛾𝐼）。

在假设 6.1下，性质 3.1显然成立，且可以证明：存在常数𝐻5, 𝐻5以及 𝜆5, 𝜆5 ∈
(0, 1)，使得微扰响应上界（3.1）、（3.2）关于半径 𝑅成立，其中

𝑞1(𝑡) = 0， 𝑞2(𝑡) = 𝐻5𝜆𝑡
5， 𝑞3(𝑡) = 𝐻5𝜆𝑡

5。

特别地，令 𝑅 ∶= max{𝑅0, 𝐷𝑥∗ , 𝐿𝑔𝐻3
5

(1−𝜆5)3 }，则性质 3.2关于半径 𝑅成立。这时，对
于带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘 控制器，可以在该系统模型下

应用定理 3.3，得到下面的动态超额代价上界。
定理 6.1． 对满足假设 6.1的最优控制问题（6.1），若预测视野 𝑘满足

𝑘 ⩾ ln
⎛
⎜
⎜
⎝

2𝐻3
5𝐿𝑔

(1 − 𝜆5)2

⎞
⎟
⎟
⎠

/ ln(1/𝜆5) = 𝑂(1)，

则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) ≡ 𝕀(⋅; 0)的 MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ 𝑂(𝜆𝑘
5𝑇 )。

定理中常数的具体表达式及其完整证明，可参见附录 B.6。

6.2 含一般约束和预测误差的非线性系统

现在，我们回到最一般的最优控制问题（2.1），即考虑带有一般约束函数，且
代价函数、动力学函数和约束函数均可能包含预测误差的非线性系统。假设 6.2
列举了所需的全部系统假设。

假设 6.2． 最优控制问题（5.2）满足下述假设：
• 微分性质：各时刻的代价函数、动力学函数和约束函数关于 (𝑥𝑡, 𝑢𝑡)和 𝜉𝑡 都

是二阶连续可微的。①

• 约束条件：在优化问题的原始-对偶最优解 (𝛼∗, 𝜂∗)处，SSOSC性质和 LICQ
性质成立，即：约化 Hessian 矩阵 𝐻re(𝛼∗, 𝜂∗) 是正定矩阵，而活跃约束的
Jacobian矩阵 𝐺(𝛼∗, 𝜂∗)是行满秩的。

① 特别地，若终端代价函数 𝐹 是指示函数，则将它视为等式约束而非代价函数。
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• 奇异值有界：存在奇异值有界特征组 (𝜎𝐻 , 𝜎𝑅, 𝜎𝐻 )（定义见附录），它适用
于有限时间最优控制问题的下列参量 𝑝 = (𝑧, 𝜁𝑡1∶𝑡2)：
① 在区间 [𝑡1, 𝑡2] = [𝑡, 𝑡 + 𝑘]上（其中 𝑡 < 𝑇 − 𝑘），

𝑧 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡 , 𝑅)， 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1 ∈ 𝛯𝑡∶𝑡+𝑘−1， 𝜉𝑡+𝑘 ∈ 𝔹 (𝑥∗

𝑡+𝑘, 𝑅)， 𝐹 = 𝕀；

② 在区间 [𝑡1, 𝑡2] = [𝑡, 𝑇 ]上（其中 𝑡 < 𝑇），

𝑧 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡 , 𝑅)， 𝜉𝑡∶𝑇 ∈ 𝛯𝑡∶𝑇， 𝐹 = 𝐹𝑇。

令人惊讶的是，在如此一般的系统模型中，仍可以设法在 OPT附近的一个邻域
内得到指数衰减的微扰响应上界。事实上，利用 [53]中的定理 4.5，可以证明：存
在常数 𝑅、𝐻6 ⩾ 1和 𝜆6 ∈ (0, 1)，使得微扰响应上界（3.1）、（3.2）在 𝑥∗

𝑡 半径为

𝑅的邻域内成立，其中

𝑞1(𝑡) = 0， 𝑞2(𝑡) = 𝐻6𝜆𝑡
6， 𝑞3(𝑡) = 𝐻6𝜆𝑡

6。

从而性质 3.2在 OPT附近半径为 𝑅的邻域内成立。这时，对于带终端代价函数
𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡))（其中 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡) ∈ 𝔹 (𝑥∗

𝑡+𝑘, 𝑅)）的MPC𝑘控制器，可以

在该系统模型下应用定理 3.3，得到下面的动态超额代价上界。
定理 6.2． 对满足假设 6.2的最优控制问题（2.1），若预测视野 𝑘足够大、而预
测误差 𝜌𝑡,𝜏 足够小，使得

𝐻6

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
6𝜌𝑡,𝜏 + 2𝑅𝐻6𝜆𝑘

6 ⩽ (1 − 𝜆6)2𝑅
𝐻2

6 𝐿𝑔
，

则带终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘(⋅; 𝜉𝑡∣𝑡+𝑘) = 𝕀(⋅; ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡))（其中 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡) ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)）的

MPC𝑘控制器有动态超额代价上界

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) ⩽ 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

√√√
⎷

𝑇 ⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
6𝑃 (𝜏) + 𝜆2𝑘

6 𝑇 2 +
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
6𝑃 (𝜏)

⎞
⎟
⎟
⎠
。

定理中常数的具体表达式及其完整证明，可参见附录 B.7。定理 6.2乍看之下
是本文给出的最一般的结果，但其劣势在于包含了许多很强的假设。例如，MPC𝑘

设计中所需的终端代价函数，其参考终端状态 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡)必须充分接近 𝑥∗
𝑡+𝑘，但 𝑥∗

𝑡+𝑘
和邻域半径 𝑅在大多数实际系统中都难以测量（当然，在一些特殊的假设下，可
以采用特定的方法取出适当的 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡)，可参见附录 B.7的讨论）。此外，SSOSC
条件对实际的动态系统实例来说是不易验证的，且定理通过限制状态在 OPT的
邻域内规避了递归可行性的问题 [59]。这些不足都留待未来进一步改进。
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第 7章 结论

本文提出了一种通用的基于微扰法的分析框架，它大致可以分为相互独立的

三步（见图 3.2、图 3.3）：首先，我们在所给的系统模型中建立框架所要求的两种
微扰响应上界；随后，我们利用微扰响应上界，通过上界的交替细化导出次态控

制误差的上界（次态控制误差的定义见定义 3.1），对于模型预测控制器推导过程
可总结为次态控制误差有界引理（引理 3.1）；最后，我们利用次态控制误差的上
界和微扰响应上界得到动态超额代价的上界，其推导过程可总结为次态控制误差

累加引理（引理 3.2）。特别地，对于本文所关注的模型预测控制器 MPC𝑘 而言，

上述框架可归结为微扰分析基本定理（定理 3.3）。在应用时，只要证明了定理所
要求的两种微扰上界，同时令系统满足一些基本假设，就可以直接应用微扰分析

基本定理，得到模型预测控制器在不同系统中的动态超额代价上界。

本质上，该框架的后两步用一种巧妙的递归视角刻画了动态控制器（特别是

模型预测控制器）能取得有界动态超额代价的一类充分条件：第二步保证了现态

𝑥𝑡 靠近离线最优控制轨迹的最优态 𝑥∗
𝑡 时，次态控制误差 𝑒𝑡 也是有界的；第三步

则保证了轨迹历史上所有次态控制误差都充分小时，次态 𝑥𝑡+1仍将靠近离线最优

控制轨迹的最优态 𝑥∗
𝑡+1；因此，在一定条件下，两者递归地保证了动态控制器的

控制轨迹 ALG总在离线最优控制轨迹 OPT的邻域内，从而动态超额代价也是有
限的。在这一过程中，微扰响应上界发挥了至关重要的作用，它不仅保证每一时

刻的次态控制误差有界，而且还保证有界的次态控制误差不会在时间上积累——

这充分表明微扰响应上界在整个框架中的核心地位。

为了展示上述分析框架的通用性，我们在一系列不同的系统模型（参见表 2.1）
中应用微扰分析基本定理得到了MPC𝑘控制器的动态超额代价上界。针对不含预

测误差的情形，我们在线性时变系统中利用新框架复现了 [48]中的结果，并将其
推广至非线性时变系统；针对含预测误差的情形，我们首先考虑了系统噪声含误

差的简单情形，随后将其推广至一般的预测误差（即动力学函数和代价函数都含

预测误差）的复杂情形，并指出了两种预测误差对动态控制器的影响有显著差异；

针对含约束集的问题，我们从含仿射约束的线性二次型调节器系统起步，并最终

在最一般的情形下证明了（局部成立的）动态超额代价上界。本文中提供了丰富

的实例，意在表明我们提出的基于微扰法的分析框架应用范围相当广泛，可以处

理时变系统中的预测误差、动力学非线性和约束条件，因此具有一定的普适性。
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除分析框架上的贡献外，本文所证明的许多结果也有一定的理论价值。例如，

此前对线性时变系统中的模型预测控制器，仅有模型不含误差时的性能保证 [48]，

本文则进而给出了模型含一般误差时的性能保证。在近年来模型预测控制逐渐与

学习方法结合的大背景下 [60]，这样的结果无疑有助于刻画了模型预测控制器在

动态控制中的性能。又如，在含约束集或含非线性动力学的系统中，已有的性能

保证结果 [51-52]均要求系统模型准确，且模型预测控制器须带有充分长的重规划

窗口，而我们提供的性能保证则允许模型含预测误差，且控制器可在每一时刻基

于新预测滚动地求解下一时刻的控制输入。用一种框架集中地导出多种具有理论

价值的新结果，也从侧面证明了这一框架的应用潜力。

当然，本文的工作尚有一定的局限性。一方面，本文提出的微扰分析基本定

理只适用于算法 2.1给出的模型预测控制器 MPC𝑘，对于其他的动态控制器，仍

需要根据其具体形式有技巧地重复框架的推理过程（尤其是第二步的推理过程），

应用时仍不够简明直接。另一方面，本文的部分结果（最典型的如定理 6.2）带有
较强的假设，还有进一步推广的空间。这些问题留待未来的工作加以解决。

41



插图和附表索引

图 3.1 次态控制误差累加引理的直观理解：次态控制误差不会在时间上累积 15
图 3.2 微扰分析框架的分步示意图（针对模型预测控制器 MPC𝑘） . . . . . . . . . . . . 17
图 3.3 微扰分析框架的分步示意图（针对一般动态控制器 ALG） . . . . . . . . . . . . . . 25

表 2.1 本文考虑的系统模型一览 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

42



参考文献

[1] GARCIA C E, PRETT D M, MORARI M. Model predictive control: Theory and practice—
a survey[J]. Automatica, 1989, 25(3): 335-348.

[2] ROSOLIA U, BORRELLI F. Learning model predictive control for iterative tasks. a data-
driven control framework[J]. IEEE Transactions on Automatic Control, 2017, 63(7): 1883-
1896.

[3] KORDAM,MEZIĆ I. Linear predictors for nonlinear dynamical systems: Koopman operator
meets model predictive control[J]. Automatica, 2018, 93: 149-160.

[4] ALLGÖWER F, ZHENG A. Nonlinear model predictive control: volume 26[M]. Birkhäuser,
2012.

[5] FALCONE P, TUFO M, BORRELLI F, et al. A linear time varying model predictive control
approach to the integrated vehicle dynamics control problem in autonomous systems[C]//2007
46th IEEE Conference on Decision and Control. IEEE, 2007: 2980-2985.

[6] WIEBER P B. Trajectory free linear model predictive control for stable walking in the pres-
ence of strong perturbations[C]//2006 6th IEEE-RAS International Conference on Humanoid
Robots. 2006: 137-142.

[7] GU D, HU H. Receding horizon tracking control of wheeled mobile robots[J]. IEEE Trans-
actions on Control Systems Technology, 2006, 14(4): 743-749.

[8] SHIM D H, KIM H J, SASTRY S. Decentralized nonlinear model predictive control of mul-
tiple flying robots[C]//42nd IEEE International Conference on Decision and Control (IEEE
Cat. No.03CH37475): volume 4. 2003: 3621-3626.

[9] DIEDAM H, DIMITROV D, WIEBER P B, et al. Online walking gait generation with adap-
tive foot positioning through linear model predictive control[C]//2008 IEEE/RSJ International
Conference on Intelligent Robots and Systems. 2008: 1121-1126.

[10] NEUNERT M, DE CROUSAZ C, FURRER F, et al. Fast nonlinear model predictive control
for unified trajectory optimization and tracking[C]//2016 IEEE International Conference on
Robotics and Automation (ICRA). 2016: 1398-1404.

[11] MORGAND, CHUNGS J, HADAEGHFY. Model predictive control of swarms of spacecraft
using sequential convex programming[J]. Journal of Guidance, Control, and Dynamics, 2014,
37(6): 1725-1740.

[12] RICHARDS A, HOW J P. Robust variable horizon model predictive control for vehicle ma-
neuvering[J]. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 2006, 16(7): 333-351.

43



[13] DI CAIRANO S, YANAKIEV D, BEMPORADA, et al. An MPC design flow for automotive
control and applications to idle speed regulation[C]//2008 47th IEEE Conference on Decision
and Control. 2008: 5686-5691.

[14] STEWARTG, BORRELLI F. A model predictive control framework for industrial turbodiesel
engine control[C]//2008 47th IEEE Conference on Decision and Control. 2008: 5704-5711.

[15] AMARI R, ALAMIRM, TONA P. Unified MPC strategy for idle-speed control, vehicle start-
up and gearing applied to an automated manual transmission[J]. IFAC Proceedings Volumes,
2008, 41(2): 7079-7085.

[16] HATANAKA T, YAMADA T, FUJITA M, et al. Explicit receding horizon control of auto-
mobiles with continuously variable transmissions[M]. Berlin, Heidelberg: Springer Berlin
Heidelberg, 2009: 561-569.

[17] DI CAIRANO S, TSENG H E, BERNARDINI D, et al. Vehicle yaw stability control by
coordinated active front steering and differential braking in the tire sideslip angles domain[J].
IEEE Transactions on Control Systems Technology, 2013, 21(4): 1236-1248.

[18] HIDALGO-GONZALEZ P, HENRIQUEZ-AUBA R, CALLAWAY D, et al. Frequency reg-
ulation using data-driven controllers in power grids with variable inertia due to renewable
energy[C]//2019 IEEE Power & Energy Society General Meeting (PESGM). 2019: 1-5.

[19] SANTHOSHM, VENKAIAHC, VINODKUMARDM. Current advances and approaches in
wind speed and wind power forecasting for improved renewable energy integration: A review
[J]. Engineering Reports, 2020, 2(6): e12178.

[20] LIN M, LIU Z, WIERMAN A, et al. Online algorithms for geographical load balancing[C]//
Proceedings of the International Green Computing Conference (IGCC). 2012: 1-10.

[21] LI X, ZHANG C, CHEN A, et al. Model predictive direct current control strategy for three-
level T-type rectifier under unbalanced grid voltage conditions[C]//2018 IEEE Applied Power
Electronics Conference and Exposition (APEC). 2018: 1514-1519.

[22] SHETAYA A A, AMIN A M A, ABDALLA O H. Model predictive control based power
system operation planning of grid connected high share renewable energy[C]//2017Nineteenth
International Middle East Power Systems Conference (MEPCON). 2017: 1500-1504.

[23] PARISIO A, RIKOS E, GLIELMO L. A model predictive control approach to microgrid
operation optimization[J]. IEEE Transactions on Control Systems Technology, 2014, 22(5):
1813-1827.

[24] YARAMASU V, WU B. Predictive control of a three-level boost converter and an NPC in-
verter for high-power PMSG-basedmedium voltage wind energy conversion systems[J]. IEEE
Transactions on Power Electronics, 2014, 29(10): 5308-5322.

44



[25] WANG T, GAO H, QIU J. A combined adaptive neural network and nonlinear model pre-
dictive control for multirate networked industrial process control[J]. IEEE Transactions on
Neural Networks and Learning Systems, 2016, 27(2): 416-425.

[26] CLARKE DW. Application of generalized predictive control to industrial processes[J]. IEEE
Control Systems Magazine, 1988, 8(2): 49-55.

[27] ELLIS M, DURAND H, CHRISTOFIDES P D. A tutorial review of economic model predic-
tive control methods[J]. Journal of Process Control, 2014, 24(8): 1156-1178.

[28] LI Y, QU G, LI N. Online optimization with predictions and switching costs: Fast algorithms
and the fundamental limit[J]. IEEE Transactions on Automatic Control, 2020, 66(10): 4761-
4768.

[29] LI Y, CHENX, LI N. Online optimal control with linear dynamics and predictions: Algorithms
and regret analysis.[J]. Advances in Neural Information Processing Systems, 2019, 32.

[30] CHEN N, AGARWAL A, WIERMAN A, et al. Online convex optimization using predictions
[J]. ACM SIGMETRICS Performance Evaluation Review, 2015, 43(1): 191-204.

[31] AGARWAL N, BULLINS B, HAZAN E, et al. Online control with adversarial disturbances
[C]//International Conference on Machine Learning. PMLR, 2019: 111-119.

[32] AGARWAL N, HAZAN E, SINGH K. Logarithmic regret for online control[J]. Advances in
Neural Information Processing Systems, 2019, 32.

[33] GOEL G, LIN Y, SUN H, et al. Beyond online balanced descent: An optimal algorithm for
smoothed online optimization[J]. Advances in Neural Information Processing Systems, 2019,
32: 1875-1885.

[34] SHI G, LIN Y, CHUNG S J, et al. Online optimization with memory and competitive control
[C]//Advances in Neural Information Processing Systems. 2020: 20636-20647.

[35] PANW, SHI G, LIN Y, et al. Online optimization with feedback delay and nonlinear switching
cost[J]. arXiv preprint arXiv:2111.00095, 2021.

[36] GOEL G, HASSIBI B. The power of linear controllers in LQR control[J]. Proceedings of
Machine Learning Research vol TBD, 2020, 1: 13.

[37] MINASYANE, GRADU P, SIMCHOWITZM, et al. Online control of unknown time-varying
dynamical systems[J]. Advances in Neural Information Processing Systems, 2021, 34.

[38] DIEHLM, AMRIT R, RAWLINGS J B. A Lyapunov function for economic optimizingmodel
predictive control[J]. IEEE Transactions on Automatic Control, 2010, 56(3): 703-707.

[39] ANGELI D, AMRIT R, RAWLINGS J B. On average performance and stability of economic
model predictive control[J]. IEEE transactions on automatic control, 2011, 57(7): 1615-1626.

45



[40] ANGELI D, CASAVOLA A, TEDESCO F. Theoretical advances on economic model predic-
tive control with time-varying costs[J]. Annual Reviews in Control, 2016, 41: 218-224.

[41] GRÜNE L, PIRKELMANN S. Economic model predictive control for time-varying system:
Performance and stability results[J]. Optimal Control Applications and Methods, 2020, 41(1):
42-64.

[42] SIMCHOWITZ M, FOSTER D. Naive exploration is optimal for online LQR[C]//
International Conference on Machine Learning. PMLR, 2020: 8937-8948.

[43] YU C, SHI G, CHUNG S J, et al. The power of predictions in online control[J]. Advances in
Neural Information Processing Systems, 2020, 33.

[44] QU G, SHI Y, LALE S, et al. Stable online control of linear time-varying systems[J]. arXiv
preprint arXiv:2102.01309, 2021.

[45] NOCEDAL J, WRIGHT S J. Sequential quadratic programming[J]. Numerical optimization,
2006: 529-562.

[46] SHI G, HÖNIG W, SHI X, et al. Neural-swarm2: Planning and control of heterogeneous
multirotor swarms using learned interactions[J]. arXiv preprint arXiv:2012.05457, 2020.

[47] ZHANGR, LI Y, LI N. On the regret analysis of online LQR control with predictions[J]. arXiv
preprint arXiv:2102.01309, 2021.

[48] YIHENG L, YANG H, HAOYUAN S, et al. Perturbation-based regret analysis of predictive
control in linear time varying systems[Z]. 2021.

[49] YU C, SHI G, CHUNG S J, et al. Competitive control with delayed imperfect information[J].
arXiv preprint arXiv:2010.11637, 2020.

[50] GOEL G, WIERMAN A. An online algorithm for smoothed regression and LQR control[C]//
Proceedings of the Machine Learning Research: volume 89. 2019: 2504-2513.

[51] XU W, ANITESCU M. Exponentially convergent receding horizon strategy for constrained
optimal control[J]. Vietnam Journal of Mathematics, 2019, 47(4): 897-929.

[52] NA S, ANITESCU M. Superconvergence of online optimization for model predictive control
[J]. arXiv preprint arXiv:2001.03707, 2020.

[53] SHIN S, ANITESCUM, ZAVALA VM. Exponential decay of sensitivity in graph-structured
nonlinear programs[J]. arXiv preprint arXiv:2101.03067, 2021.

[54] LEE G M, TAM N N, YEN N D. Continuity of the solution map in quadratic programs under
linear perturbations[J]. Journal of optimization theory and applications, 2006, 129(3): 415-
423.

[55] FIACCO A V, ISHIZUKA Y. Sensitivity and stability analysis for nonlinear programming[J].
Annals of Operations Research, 1990, 27(1): 215-235.

46



[56] SHIN S, ZAVALA V M, ANITESCU M. Decentralized schemes with overlap for solving
graph-structured optimization problems[J]. IEEE Transactions on Control of Network Sys-
tems, 2020, 7(3): 1225-1236.

[57] SHIN S, ZAVALA V M. Controllability and observability imply exponential decay of sensi-
tivity in dynamic optimization[J]. IFAC-PapersOnLine, 2021, 54(6): 179-184.

[58] LIN Y, GOEL G, WIERMAN A. Online optimization with predictions and non-convex losses
[J]. Proceedings of the ACM on Measurement and Analysis of Computing Systems, 2020, 4
(1): 1-32.

[59] BORRELLI F, BEMPORADA,MORARIM. Predictive control for linear and hybrid systems
[M]. Cambridge University Press, 2017.

[60] PAPADIMITRIOU D, ROSOLIA U, BORRELLI F. Control of unknown nonlinear sys-
tems with linear time-varying MPC[C]//2020 59th IEEE Conference on Decision and Control
(CDC). IEEE, 2020: 2258-2263.

[61] DEMKO S, MOSS W F, SMITH P W. Decay rates for inverses of band matrices[J]. Mathe-
matics of computation, 1984, 43(168): 491-499.

47



附录 A 外文资料的书面翻译

含预测线性动力系统中的最优在线控制：RHGC算法及其超额代价分析
Yingying Li, Xin Chen, Na Li

摘要

本文在时不变的线性动力系统中，研究了关于时变凸代价函数的

在线优化控制问题，其中在每个时间点处控制器都能得到未来若干步

（预测窗口）代价函数的准确预测。我们设计了一种在线算法，称为

RHGC（Receding Horizon Gradient-based Control，基于梯度的滑动时
间窗口控制），该算法通过在有限步内计算梯度利用了对代价函数的

预测。进而，我们研究了该算法按动态超额代价计量的性能，即在线

控制代价减去离线最优代价。结果表明，RHGC算法的动态超额代价
关于预测窗口大小呈指数衰减。此外，通过考虑线性二次型跟踪问题，

我们给出了在线控制算法动态超额代价的基本极限，并证明了我们设

计的 RHGC方法在超额代价上界方面几乎实现了这一基本极限，这体
现了该算法的有效性。最后，我们对线性和非线性系统的算法进行了

数值实验，这些实验证明了 RHGC算法的有效性和通用性。
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A.1 引言

在本文中，我们考虑一个控制时长（horizon）为 𝑁 的离散时间序贯决策
（sequential decision-making）问题。在每个时间点 𝑡 = 0, ⋯ , 𝑁 − 1处，控制器观察
一个动力系统的状态 𝑥𝑡，并收到未来𝑊 步预测窗口（look-ahead window）内的代价

函数（包括关于状态和控制输入的代价），即 𝑓𝑡(𝑥)+𝑔𝑡(𝑢), ⋯ , 𝑓𝑡+𝑊 −1(𝑥)+𝑔𝑡+𝑊 −1(𝑢)；
然后，它决定控制输入 𝑢𝑡并将其输入系统，𝑢𝑡按照已知的系统动力学方程将系统

驱动至新状态 𝑥𝑡+1。为简单起见，我们考虑一个线性时变（linear time-invariant,

LTI）系统 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡，其中动力学矩阵 (𝐴, 𝐵)已知。控制器的设计目标是
在 𝑁 步的控制时长内最小化总代价。该最优控制问题在序贯决策问题中已经得
到了广泛的应用，如数据中心管理 [1-2]、机器人技术 [3]、自动驾驶 [4-5]、能源系

统 [6]、制造业 [7-8]等。

在控制理论研究中，对上述最优控制问题的探讨主要集中在经济模型预测控

制（economic MPC, EMPC）上，它是模型预测控制（MPC）的一个变种，主要目

标是优化经济代价 [9-16]。与主要目标是镇定受控系统的MPC不同 [17-19]，EMPC
侧重于优化与某些经济代价函数有关的性能。近年来，EMPC的优化性能分析受
到了很多关注，包括时不变的代价函数 [20-22]和时变的代价函数 [12,14,23-25]。然而，

关于 EMPC性能的大多数研究集中在渐进性能保证上，而对非渐进性能的理解仍
然有限，特别是对时变的代价函数更是知之甚少。此外，对具有较好计算效率的

算法，如次优MPC（suboptimal MPC）和不精确MPC（inexact MPC）[26-29]，其最
优性能保证是不充分的。

相反，在线优化领域有很多关于非渐进性能分析的工作，这里性能是用超额

代价（regret）来衡量的，如静态超额代价 [30-31]和动态超额代价 [32]等。然而，大多

数工作没有考虑预测和（或）动力系统。含预测的问题正受到广泛的关注和应用，

如数据中心管理问题中的电价预测 [33-34]，有鉴于此，关于预测如何影响在线优化

问题的研究受到学界日益高涨的关注 [33-39]。遗憾的是，尽管一些工作已经考虑

了切换代价（包含切换代价的问题可以视作一类简单而特殊的动力系统 [39-40]），

但对预测如何影响一般动力系统的在线优化问题，相关研究还很缺乏。
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本文提出了一种新的基于梯度的在线算法，我们称之为 RHGC（Receding

Horizon Gradient-based Control，基于梯度的滑动时间窗口控制），并给出了算法

的动态超额代价上界作为其非渐进的最优性保证。我们指出，RHGC 可以利用
任何基于梯度的优化方法，如 vanilla梯度下降法、Nesterov梯度法、三重动量法
等 [41-42]。由于篇幅限制，本文着重关注 RHTM（Receding Horizon Triple Momentum，

基于三重动量的滑动时间窗口控制）。为了给出理论保证，我们额外假设代价函

数具有强凸性和 Lipschitz光滑性，但这些假设对 RHGC的实际应用是不必要的。
具体来说，我们证明 RHTM的动态超额代价上界随预测窗口大小𝑊 呈指数衰减，

这表明我们的算法有效地利用了预测。此外，当系统具有更好的可控性指数 [43]

（即变得更可控）时，算法的动态超额代价上界也会下降。此外，我们还证明了一

切在线控制算法的性能都服从一个基本极限，即其最劣动态超额代价具有下界；

进而，我们还证明了该下界几乎与我们的 RHTM的动态超额代价上界一致。这
一结果说明我们的 RHTM算法至少在最坏情况下实现了接近最优的性能。为了
更直观地解释上述结果的意义，我们将算法应用于线性二次型跟踪问题（linear

quadratic tracking）中进行讨论，该问题是文献中广泛考虑的控制问题。最后，我

们对算法进行了数值实验，将 RHGC算法应用于线性动力系统和非线性动力系
统（双轮机器人）实现路径跟踪。结果表明，我们的算法对非线性系统同样有效，

尽管我们的算法提出和理论分析主要关注了线性时不变系统。

最后，我们额外指出，近来出现了一些研究在线线性二次控制问题（online

LQR）的工作，但其中大部分都关注了不含预测的情况 [40,44-45]。正如本文之后所要

证明的那样，这些算法可以在我们的 RHGC算法中作为初始神谕机（initialization

oracle）。此外，我们的理论分析表明：RHGC算法可以减少这些无预测在线算法
的超额代价，且其系数随预测窗口大小𝑊 呈指数衰减。

本文使用的记号 对于矩阵 𝐴和 𝐵，符号 𝐴 ⩾ 𝐵表示 𝐴 − 𝐵是半正定矩阵。
矩阵和向量的范数 ‖ ⋅ ‖默认取 𝐿2范数。对于向量 𝑥，𝑥𝑖表示向量的第 𝑖分量。对
于集合 I = {𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑚}，𝑥I ∶= (𝑥𝑘1 , ⋯ , 𝑥𝑘𝑚)⊤ 和 𝐴(I, ∶)分别表示将向量 𝑥和矩
阵 𝐴中行序号在 𝐼 中的各行取出、再按原顺序拼接在一起的向量和矩阵。
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A.2 问题描述和预备知识

在线性时不变（LTI）系统中，考虑具有时变代价函数 𝑓𝑡(𝑥𝑡) + 𝑔𝑡(𝑢𝑡)的有限
控制时长离散时间最优控制问题。

min
x,u

𝐽(x,u) =
𝑁−1

∑
𝑡=0

(𝑓𝑡(𝑥𝑡) + 𝑔𝑡(𝑢𝑡)) + 𝑓𝑁 (𝑥𝑁 )，

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡， 𝑡 ⩾ 0。

（A.1）

其中，对一切 𝑡 都有 𝑥𝑡 ∈ ℝ𝑛，𝑢𝑡 ∈ ℝ𝑚；为方便起见，令 x ∶= [𝑥⊤
1 , ⋯ , 𝑥⊤

𝑁 ]⊤，

u ∶= [𝑢⊤
0 , ⋯ , 𝑢⊤

𝑁−1]⊤；在问题中，𝑥0是给定的，𝑁 是控制时长，𝑓𝑁 (𝑥𝑁 )是额外的
终端代价。求解最优控制问题（A.1）需要知道从 𝑡 = 0到 𝑡 = 𝑁 的所有代价函数，
然而，在每个时间点 𝑡，通常只能获得未来一段较短时间内的代价函数，决策者
需要利用现有的信息在线地决定控制输入 𝑢𝑡。本文重点研究了这种预测对于在线

最优控制问题的作用。

具体而言，我们考虑了一个简化的预测模型：在每个时间点 𝑡，决策者得到
未来 𝑊 步（预测窗口）内代价函数 𝑓𝑡, 𝑔𝑡, ⋯ , 𝑓𝑡+𝑊 −1, 𝑔𝑡+𝑊 −1 的准确预测，但对

未来 𝑊 步之后的代价函数则一无所知（这意味着我们不排除 𝑓𝑡+𝑊 , 𝑔𝑡+𝑊 , ⋯被
敌对方作对抗性生成的可能）。尽管我们采取的预测模型在短期内显得过于乐观、

在长期内又可能显得过于悲观，但该模型具有以下优点：①它刻画了实际预测中

的常见现象，即短期预测通常比长期预测准确得多；②它使我们能够更有效地理

解预测的作用，并将其扩展到更复杂的情况下 [33-34,46-47]。

下面，我们描述在线最优控制问题：在每个时间点 𝑡 = 0, 1, ⋯处，
• 控制器观察状态 𝑥𝑡，并接收预测 𝑓𝑡, 𝑔𝑡, ⋯ , 𝑓𝑡+𝑊 −1, 𝑔𝑡+𝑊 −1；

• 控制器决定控制输入 𝑢𝑡，将其输入系统，并承受 𝑓𝑡(𝑥𝑡) + 𝑔𝑡(𝑢𝑡)的代价；
• 系统演化至次态 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡。

①

由此，在线控制算法A可作如下定义：A在每一时刻将观测历史与预测代价函数
映射至控制输入 𝑢𝑡(A)，即

𝑢𝑡(A) = A(𝑥𝑡(A), ⋯ , 𝑥0(A); {𝑓𝑠, 𝑔𝑠}𝑡+𝑊 −1
𝑠=0 )， ∀𝑡 ⩾ 0。 （A.2）

这里 𝑥𝑡(A)是使用算法 A控制时在第 𝑡步观察到的状态，其中 𝑥0(A) = 𝑥0给定。

为了刻画在线控制算法的性能，本文的超额代价系与（离线）最优控制代价

① 与许多基于学习的控制器设计不同，我们假设 𝐴, 𝐵为控制所知，并假设系统状态 𝑥𝑡是直接可观察的。放

宽这些信息需求的工作留待以后完成。
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𝐽 ∗比较得到，其中

𝐽 ∗ ∶= min
(x,u)∶𝑥𝑡+1=𝐴𝑥𝑡+𝐵𝑢𝑡

𝐽(x,u)， （A.3）

而在线算法 A的性能由下式决定①

Regret(A) ∶= 𝐽(A) − 𝐽 ∗ = 𝐽(x(A),u(A)) − 𝐽 ∗。 （A.4）

这种性能指标通常称为动态超额代价（dynamic regret）[32,48]，有时也被称为性能

竞争差（competitive difference）[49]。另一种较流行的超额代价概念是静态超额代

价（static regret），它将在线算法的超额代价与最优静态控制器进行比较 [44-45]。

显然，静态超额代价的基准比动态超额代价的基准要弱，因为最优控制器可能偏

离静态控制器相当之远，并且文献已经证明：即便在不含预测（即 𝑊 = 0）时，
也可能给出 𝑜(𝑁)的静态遗憾。因此，我们将把重点放在动态超额代价的分析上，
即研究预测如何改善动态超额代价。

例 A.1 (线性二次型跟踪问题（linear quadratic tracking, LQ tracking）)． 现考虑
线性时不变系统 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡 中的离散时间跟踪问题，我们希望系统状态沿

轨迹 {𝜃𝑡}𝑁
𝑡=0演化，控制器的设计目标是最小化沿轨迹 {𝜃𝑡}𝑁

𝑡=0的二次型跟踪损失

𝐽(x,u) ∶= 1
2

𝑁−1

∑
𝑡=0

[(𝑥𝑡 − 𝜃𝑡)⊤𝑄𝑡(𝑥𝑡 − 𝜃𝑡) + 𝑢⊤
𝑡 𝑅𝑡𝑢𝑡] + 1

2(𝑥𝑁 − 𝜃𝑁 )⊤𝑄𝑁 (𝑥𝑁 − 𝜃𝑁 )，

其中矩阵 𝑄𝑡、𝑅𝑡是正定的。在实际应用中，关于完整轨迹 {𝜃𝑡}𝑁
𝑡=0的信息通常不

可能在控制开始时就完全知道，而是在控制过程中不断揭示出来的，故这一问题

自然地是一种带有预测的在线控制问题。

A.2.1 理论分析的假设

首先，我们引入控制理论中的一个标准假设，即系统的可控性。直观地说，

一个可控的系统总可以通过适当的控制输入被驱动到状态空间的任何状态 [50]。

假设 A.1． 本文考虑的线性时不变系统 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡是可控的。

众所周知，任何可控的线性时不变系统都可以转化为控制标准型（control

canonical form）[43]，并且这种线性转化在知晓 𝐴和 𝐵 的前提下可以作有效的预
处理；同时，代价函数 𝑓𝑡、𝑔𝑡也可以在控制标准型下作相应的改写。因此，不失

一般性，本文只考虑具备控制标准型形式的线性时不变系统。我们所采取的控制

标准型定义如下。

① 不难看出，超额代价取决于初始状态 𝑥0，但为了简化符号，我们省略 𝑥0。
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定义 A.1 (控制标准型)． 称系统 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡具有控制标准型形式，如果

𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 1 0
⋮ ⋱ ⋱

0 1
∗ ∗ ⋯ ∗ ∗ ∗ ⋯ ∗ ⋯ ∗

0 1 0
⋮ ⋱ ⋱

0 1
∗ ∗ ⋯ ∗ ∗ ∗ ⋯ ∗ ⋯ ∗ ⋯ ∗
⋯ ⋯

0 1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋱

0 1
∗ ∗ ⋯ ∗ ∗ ∗ ⋯ ∗ ⋯ ∗ ∗ ⋯ ∗

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

， 𝐵 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮
0
1 0 ⋯
0 0
⋮ ⋮ ⋯
0 1 ⋯
⋯ ⋯
0 ⋯ ⋯
⋮ ⋱
0 0 ⋯1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

，

其中每个星号都代表一个（可能的）非零项，而𝐵中含 1的行恰与𝐴中含星号的行
相同。我们将这些行的序号记为集合 {𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑚} =∶ I，并令 𝑝𝑖 ∶= 𝑘𝑖 −𝑘𝑖−1，∀1 ⩽
𝑖 ⩽ 𝑚（这里约定 𝑘0 = 0）。控制标准型系统 (𝐴, 𝐵)的可控性指数（controllability

index）定义为 𝑝 ∶= max{𝑝1, ⋯ , 𝑝𝑚}。
接下来，我们引入关于代价函数及其极小值点的假设。

假设 A.2． 状态代价函数 𝑓𝑡（0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑁）具有 𝜇𝑓 -强凸性和 ℓ𝑓 -Lipschitz光滑性，
控制代价函数 𝑔𝑡（0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑁 − 1）具有 𝜇𝑔-强凸性和 ℓ𝑔-Lipschitz光滑性，其中
𝜇𝑓 , 𝜇𝑔, ℓ𝑓 , ℓ𝑔 > 0。
假设 A.3． 代价函数 𝑓𝑡、𝑔𝑡 的极小值点 𝜃𝑡 ∶= argmin𝑥 𝑓𝑡(𝑥)、𝜉𝑡 ∶= argmin𝑢 𝑔𝑡(𝑢)
是一致有界的，即存在 ̄𝜃, ̄𝜉使得 𝜃𝑡 ⩽ ̄𝜃、𝜉𝑡 ⩽ ̄𝜉，∀𝑡。

我们指出：上述假设对凸分析而言是标准的，一致有界性排除了极端情况的

可能。应特别注意：在例 A.1的线性二次型跟踪问题中，如果 𝑄𝑡, 𝑅𝑡为正定矩阵

且其特征值有关于 𝑡的一致上界，而 𝜃𝑡也有关于 𝑡的一致上界，那么该问题必然
满足假设A.2和 A.3。

A.3 RHGC在线控制算法

本节介绍我们提出的在线控制算法 RHGC（基于梯度的滑动时间窗口控制），
其设计思路如下：首先将在线控制问题等价地转换为具有有限时间耦合代价的在

线优化问题，然后利用这种有限时间耦合特性设计基于梯度的在线优化算法。

A.3.1 问题转化

首先，注意到离线最优控制问题（A.1）可视为带有关于 x、u等式约束的优
化问题，其中阶段代价 𝑓𝑡(𝑥𝑡) + 𝑔𝑡(𝑢𝑡)只取决于当前的 𝑥𝑡和 𝑢𝑡，而等式约束将相邻

时间的 𝑥𝑡、𝑢𝑡与 𝑥𝑡+1相互耦合。在下文中，我们将改写优化问题（A.1），使之成
为关于 𝑥𝑡 某些分量的无约束优化问题，这样做的代价是改写后的阶段代价将取
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决于这些分量附近若干（而非一个）时间步长的变量值。进而，我们将利用这一

特殊结构设计在线控制算法。

具体而言，在改写的无约束优化问题中，我们使用 𝑥𝑡的下述分量：𝑥𝑘1
𝑡 , ⋯ , 𝑥𝑘𝑚

𝑡 ，

这里为方便起见定义 I = {𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑚}（回忆定义A.1）。为使记号简明，定义

𝑧𝑡 ∶= [𝑥𝑘1
𝑡 , ⋯ , 𝑥𝑘𝑚

𝑡 ]⊤， ∀𝑡 ⩾ 0， （A.5）

则显然有 𝑧𝑗
𝑡 = 𝑥𝑘𝑗

𝑡 （𝑗 = 1, ⋯ , 𝑚）。令 z ∶= [𝑧⊤
1 , ⋯ , ⋯ , 𝑧⊤

𝑁 ]⊤。控制标准型系统的动

力学方程给出等式约束 𝑥𝑡 = 𝐴𝑥𝑡−1 + 𝐵𝑢𝑡−1，因此我们有 𝑥𝑖
𝑡 = 𝑥𝑖+1

𝑡−1（∀𝑖 ∉ I）。进
而，𝑥𝑡可以用 𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡表示为

𝑥𝑡 = ( 𝑧1
𝑡−𝑝1+1, ⋯ , 𝑧1

𝑡⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑝1

, 𝑧2
𝑡−𝑝2+1, ⋯ , 𝑧2

𝑡⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑝2

, ⋯ , 𝑧𝑚
𝑡−𝑝𝑚+1, ⋯ , 𝑧𝑚

𝑡⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑝𝑚

)， ∀𝑡 ⩾ 0。 （A.6）

这里我们约定 𝑡 ⩽ 0的 𝑧𝑡由 𝑥0决定，即它们可以取恰当的值使（A.6）在 𝑡 = 0时
成立。为了记号上的方便，本文不失一般性地取 𝑥0 = 0，则对于 𝑡 ⩽ 0恒有 𝑧𝑡 = 0。
类似地，𝑢𝑡可以由 𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡, 𝑧𝑡+1确定，即

𝑢𝑡 = 𝑧𝑡+1 − 𝐴(I, ∶)𝑥𝑡

= 𝑧𝑡+1 − 𝐴(I, ∶)(𝑧1
𝑡−𝑝1+1, ⋯ , 𝑧1

𝑡 , ⋯ , 𝑧𝑚
𝑡−𝑝𝑚+1, ⋯ , 𝑧𝑚

𝑡 )， ∀𝑡 ⩾ 0， （A.7）

其中 𝐴(I, ∶)从上到下依次包含 𝐴的第 𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑚行（回忆绪论中定义的记号）。

由于方程（A.5）、（A.6）和（A.7）定义了 (x,u)和 z之间的一一映射，我们也
可以将 (x,u)上的约束优化问题（A.1）相应地转化为 z上的优化问题；并且，由
于系统的动力学约束 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡 被自然地嵌入到（A.6）和（A.7）的关系
中，故改写的优化问题将自然地成为关于 z的无约束优化问题。具体来说，新的
代价函数可以通过将（A.6）、（A.7）代入 𝑓𝑡(𝑥𝑡)和 𝑔𝑡(𝑢𝑡)得到。我们把转化后的代
价函数记为 ̃𝑓𝑡(𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡) ∶= 𝑓𝑡(𝑥𝑡)和 ̃𝑔𝑡(𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡, 𝑧𝑡+1) ∶= 𝑔𝑡(𝑢𝑡)，则无约束
优化问题的目标函数可写为

𝐶(z) =∶
𝑁

∑
𝑡=0

̃𝑓𝑡(𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡) +
𝑁−1

∑
𝑡=0

̃𝑔𝑡(𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡+1)。 （A.8）

函数 𝐶(z)具有许多好的性质，我们将其中一些重要性质集中总结如下。
引理 A.1． 函数 𝐶(z)具有以下性质：
① 𝐶(z)具有 𝜇𝑐-强凸性（𝜇𝑐 = 𝜇𝑓）和 ℓ𝑐-Lipschitz光滑性，其中常数

ℓ𝑐 ∶= 𝑝ℓ𝑓 + (𝑝 + 1)ℓ𝑔‖𝐼𝑚 − 𝐴(I, ∶)‖2；
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② 对一切受控系统轨迹 (x,u)（满足 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡），都有 𝐶(z) = 𝐽(x,u)，
其中 z按（A.5）定义；对应地，对一切 z，由（A.6）和（A.7）给出的轨迹
(x,u)都满足 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝑢𝑡及 𝐽(x,u) = 𝐶(z)；

③（有限时间耦合）（A.8）给出的 ̃𝑓𝑡 + ̃𝑔𝑡仅依赖于 𝑧𝑡−𝑝+1, ⋯ , 𝑧𝑡+1。

性质②意味着任何确定 z的在线算法都可以经由（A.6）和（A.7）转化为确定 x
和 u的在线算法，且两者具有相同的总代价。
例 A.2． 为演示 (x,u)和 z的转化,考虑下述动力系统（𝑛 = 2，𝑚 = 1）：

[
𝑥1

𝑡+1
𝑥2

𝑡+1]
=

[
0 1
𝑎1 𝑎2] [

𝑥1
𝑡

𝑥2
𝑡 ]

+
[

0
1]

𝑢𝑡。 （A.9）

在本例中，𝑘1 = 2，I = {2}，𝐴(I, ∶) = [𝑎1, 𝑎2]，𝑧𝑡 = 𝑥2
𝑡。动力学方程（A.9）给出

𝑥1
𝑡 = 𝑥2

𝑡−1， 𝑥𝑡 = 𝑧⊤
𝑡−1, 𝑧⊤

𝑡 ]⊤， 𝑢𝑡 = 𝑥2
𝑡+1 − 𝐴(I, ∶)𝑥𝑡 = 𝑧𝑡+1 − 𝐴(I, ∶)[𝑧⊤

𝑡−1, 𝑧⊤
𝑡 ]⊤。

因此，转化后的代价函数可写为

̃𝑓𝑡(𝑧⊤
𝑡−1, 𝑧⊤

𝑡 ) = 𝑓𝑡(𝑥𝑡) = 𝑓𝑡 ([𝑧𝑡−1, 𝑧𝑡]⊤)，

̃𝑔𝑡(𝑧𝑡−1, 𝑧𝑡, 𝑧𝑡+1) = 𝑔𝑡(𝑢𝑡) = 𝑔𝑡 (𝑧𝑡+1 − 𝐴(I, ∶)[𝑧⊤
𝑡−1, 𝑧⊤

𝑡 ]⊤)。

A.3.2 在线控制算法 RHGC的设计

基于上述转化（A.8），本节介绍我们提出的 RHGC在线控制算法，其灵感
来自于 [39]中的在线算法 RHGD。如前所述，任何关于 𝑧𝑡 的在线算法都可以转

化为关于 𝑥𝑡, 𝑢𝑡 的在线算法，所以我们仅需设计求解 𝑧𝑡 的在线算法。根据 𝐶(z)
的有限时间耦合特性，总代价 𝐶(z) 关于 𝑧𝑡 的偏导数只取决于有限局部阶段代

价{ ̃𝑓𝜏 , ̃𝑔𝜏}𝑡+𝑝−1
𝜏=𝑡 和有限局部阶段变量(𝑧𝑡−𝑝, ⋯ , 𝑧𝑡+𝑝) =∶ 𝑧𝑡−𝑝∶𝑡+𝑝，即

∂𝐶
∂𝑧𝑡

(z) =
𝑡+𝑝−1

∑𝑠=𝑡

∂ ̃𝑓𝑠
∂𝑧𝑡

(𝑧𝑠−𝑝+1(𝑘), ⋯ , 𝑧𝑠(𝑘)) +
𝑡+𝑝−1

∑
𝑠=𝑡−1

∂ ̃𝑔𝑠
∂𝑧𝑡

(𝑧𝑠−𝑝+1(𝑘), ⋯ , 𝑧𝑠+1(𝑘))。

在不致引起混淆的情况下，为了突出 𝐶 的有限时间耦合特性，我们将 ∂𝐶
∂𝑧𝑡

(z)的自
变量显示地改写为 ∂𝐶

∂𝑧𝑡
(𝑧𝑡−𝑝∶𝑡+𝑝)。这能更加明显地提示我们：虽然控制器无法获知

未来所有时刻的代价函数，但只使用有限预测窗口下预测的代价函数，仍有可能

计算出总代价的偏导数。该发现帮助我们设计了 RHGC算法，它是已知梯度算法
的在线实现，兼容的梯度算法包括 vanilla梯度下降法、Nesterov的加速梯度法、
三重动量法等。由于篇幅限制，我们在本文中将着重介绍三重动量法的在线实现

（即 RHTM算法，见算法A.1），基于其他梯度算法的 RHGC也可以类似地设计。
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算法 A.1基于三重动量的滑动时间窗口控制（RHTM）

1: 输入: 控制标准型 (𝐴, 𝐵)，𝑊 ⩾ 1，𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋，步长 𝛾𝑐 , 𝛾𝑧, 𝛾𝑤, 𝛾𝑦 > 0，初始神谕机𝛷.
2: for 𝑡 = 1 − 𝑊 ∶ 𝑁 − 1 do
3: 第 1步：用初始神谕机 𝛷初始化 𝑧𝑡+𝑊 (0)，并初始化

𝜔𝑡+𝑊 (−1) ← 𝑧𝑡+𝑊 (0)， 𝜔𝑡+𝑊 (0) ← 𝑧𝑡+𝑊 (0)， 𝑦𝑡+𝑊 (0) ← 𝑧𝑡+𝑊 (0)。
4: for 𝑗 = 1, ⋯ , 𝐾 do
5: 第 2步: 用三重动量法更新 𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗), 𝑦𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗), 𝑧𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗)：

𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗) ← (1 + 𝛾𝑤)𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗 − 1) − 𝛾𝑤𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗 − 2)，

− 𝛾𝑐
∂𝐶

∂𝑦𝑡+𝑊 −𝑗𝑝
(𝑦𝑡+𝑊 −(𝑗+1)𝑝∶𝑡+𝑊 −(𝑗−1)𝑝(𝑗 − 1))，

𝑦𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗) ← (1 + 𝛾𝑦)𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗) − 𝛾𝑦𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗 − 1)，
𝑧𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗) ← (1 + 𝛾𝑧)𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗) − 𝛾𝑧𝜔𝑡+𝑊 −𝑗𝑝(𝑗 − 1)。

6: end for
7: 第 3步: 用 𝑧𝑡+1(𝐾)和观测到的次态 𝑥𝑡 计算 𝑢𝑡 ← 𝑧𝑡+1(𝐾) − 𝐴(I, ∶)𝑥𝑡。
8: end for

在上述 RHTM算法中，变量 𝑗 指示 𝐶(z)梯度更新的迭代次数。确定 𝑧𝑡需要

经过两个主要步骤：

① 初始化决策变量 z(0),𝜔𝜔𝜔(0), y(0)，其中𝜔𝜔𝜔(0), y(0)是三重动量方法中用来加速
收敛的辅助变量。我们不对初始神谕机 𝛷作任何限制，即 𝛷可以是任何不
借助预测的算法，而 𝑧𝑡+𝑊 (0) ← 𝛷 ({ ̃𝑓𝑠, ̃𝑔𝑠}𝑡+𝑊 −1

𝑠=0 )。在 A.4节中，我们将构
造一个具体的初始神谕机 𝛷。

② 使用预测窗口中预测的代价函数进行梯度更新。注意到 (𝑧𝜏(𝑗), 𝜔𝜏(𝑗), 𝑦𝜏(𝑗))
到 (𝑧𝜏(𝑗 + 1), 𝜔𝜏(𝑗 + 1), 𝑦𝜏(𝑗 + 1))的梯度更新是按照倒序进行的，即从 𝜏 =
𝑡 + 𝑊 到 𝜏 = 𝑡。此外，由于计算偏导数 ∂𝐶

∂𝑧𝑡
需要局部变量 𝑧𝑡−𝑝∶𝑡+𝑝−1，在预测

窗口为𝑊 时，RHTM算法只会对 𝐶(z)进行 𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋次三重动量迭代。
为了更直观地理解 RHGC算法，读者可以参阅 [39]中给出的简单情形（在那里
我们取 𝑝 = 1）。受篇幅限制，本文不再对这一例子作赘述。
虽然 RHTM只进行了少数几步梯度更新而看起来没有完全利用预测提供的

信息，但在 A.5节中我们将证明：就𝑊 而言，RHTM实现了近乎最优的性能，这
说明我们的算法成功地提取并利用了预测信息。

最后，我们简要介绍 MPC [17]和次优 MPC [26]，并将它们与我们的算法进行

比较。MPC试图在每个时间 𝑡解一个有𝑊 个阶段的优化问题，并向系统提交第

一个控制输入；次优MPC是MPC的一个变种，其设计目标是通过只进行少数几
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次迭代的优化算法减少计算量，而并不完全精确地解出优化问题。我们的算法对

计算能力的要求与次优 MPC类似，即只需要进行几次梯度迭代；然而，它与次
优MPC的主要区别在于，次优MPC需要对截断的𝑊 阶段最优控制问题进行梯

度更新，而我们的算法仅仅根据𝑊 阶段的预测代价函数就能对总代价函数进行

梯度更新，这种做法不仅同样解出了完整的 𝑁 阶段最优控制问题，而且其求解
过程是在线的（基于重构（A.8））。

A.4 性能保证：超额代价上界

我们的 RHTM算法在原理上可以精确实现 𝐶(z)的 𝐾 步三重动量法迭代，因
此可以直接得到下述超额代价保证——这一上界将 RHTM的超额代价和初始神
谕机 𝛷的超额代价联系起来。
定理 A.2． 对常数𝑊 ⩾ 1，设 𝜁 ∶= ℓ𝑐/𝜇𝑐 为 𝐶(z)的条件数。对任意给定的初始
神谕机 𝛷，以及给定的算法步长 𝛾𝑐 = 1+𝜙

ℓ𝑐
、𝛾𝑤 = 𝜙2

2−𝜙、𝛾𝑦 = 𝜙2

(1+𝜙)(2−𝜙)、𝛾𝑧 = 𝜙2

1−𝜙2

（其中 𝜙 = 1 − 1/√𝜁），我们有

Regret(RHTM) ⩽ 𝜁2
(

√𝜁 − 1
√𝜁 )

2𝐾

Regret(𝛷)。

其中，𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋，Regret(𝛷)是初始控制器 𝑢𝑡(0) = 𝑧𝑡+1(0) − 𝐴(I, ∶)𝑥𝑡(0)的超额
代价。

定理 A.2表明：若将初始神谕机 𝛷取为任何不带预测的在线算法，RHTM都
可以利用预测将超额代价降低至原来的 𝜁2

(
√𝜁−1

√𝜁 )
2𝐾
倍，而只需要引入额外的

𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋轮梯度更新。此外，该倍数随着 𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋的指数衰减，而 𝐾 几乎
是随着𝑊 线性增加的函数——这进一步表明，随着预测窗口𝑊 的延长，RHTM
算法在任何初始化方法下都能以指数速度提高性能。最后，𝐾 = ⌊

𝑊 −1
𝑝 ⌋随着 𝑝的

增加而减少，说明超额代价随可控性指数 𝑝的增加而增加——这同样符合我们的
直觉，因为 𝑝大致表示控制器能够有效驱动系统状态的速度，𝑝越大、驱动系统
到达目标状态所需时间越长（参见定义 A.1）。考虑例A.2有助于理解这一点：在
这一例子中，由于 𝑢𝑡−1 并不直接影响 𝑥1

𝑡，故至少需要 𝑝 = 2步才能将 𝑥1
𝑡 驱动至

任意目标状态。

一种特定的初始化方法：FOSS 为了完成对 RHTM的超额代价分析，我们
指明了一种简单的初始化方法，称为 FOSS（Follow the Optimal Steady State，最

57



优稳态跟随法）。如前所述，任何不带预测的在线控制算法（如 [44-45]）都可以
作为初始神谕机𝛷使用，但这些论文的性能大多以静态超额代价给出，这与我们
需要的动态超额代价不相一致。

定义 A.2 (FOSS 初始神谕机)． 阶段代价函数 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑢) 的最优稳态（OSS）

定义为 (𝑥𝑒, 𝑢𝑒) =∶ argmin𝑥=𝐴𝑥+𝐵𝑢(𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑢))。FOSS 初始神谕机根据代价函数
𝑓𝑡(𝑥) + 𝑔𝑡(𝑢)求解最优稳态 (𝑥𝑒

𝑡 , 𝑢𝑒
𝑡 )，并输出 𝑧𝑡+1(FOSS) = 𝑥𝑒,I

𝑡 （即 𝑧𝑡+1恰为 𝑥𝑒
𝑡 中

行序号属于 𝐼 的分量取出构成的向量），其中 I = {𝑘1, ⋯ , 𝑘𝑚}。
FOSS方法的灵感来自于以下事实：最优稳态控制所导致的总代价是线性时

不变系统在极限状态下的最优平均代价，故 FOSS方法至少对于缓慢变化的 𝑓𝑡, 𝑔𝑡

能给出可接受的性能。当然，我们也承认，FOSS方法的提出主要是为了方便理
论分析，将其他的在线算法用作 𝛷完全可能使算法性能在多方面超过使用 FOSS
的算法。接下来，我们只需要证明 FOSS的一个超额代价上界，它依赖于 Bellman
方程的解。

定义 A.3 (Bellman方程的解 [51] )． 设 𝜆𝑒为最优稳态代价（即最优极限平均代价，

参见 [52]）。最优极限平均代价控制问题的 Bellman方程是

ℎ𝑒(𝑥) + 𝜆𝑒 = min
𝑢

(𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑢) + ℎ𝑒(𝐴𝑥 + 𝐵𝑢))。

其中，Bellman方程的解 ℎ𝑒(𝑥)有时也称为偏置函数（bias function）[51]。为了保证

解的唯一性，通常会规定一些额外的条件（如 ℎ𝑒(0) = 0）。
定理 A.3 (FOSS的超额代价上界)． 设 (𝑥𝑒

𝑡 , 𝑢𝑒
𝑡 )、ℎ𝑒

𝑡 (𝑥)分别是关于阶段代价函数
𝑓𝑡(𝑥) + 𝑔𝑡(𝑢)的最优稳态及其偏置函数（0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑁 − 1），并设 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑁 − 1时刻
的 Bellman方程都有唯一解 ℎ𝑒

𝑡 (𝑥)，则 FOSS方法的超额代价具有上界

Regret(FOSS) = 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑁

∑
𝑡=0

(‖𝑥𝑒
𝑡−1 − 𝑥𝑒

𝑡 ‖ + ℎ𝑒
𝑡−1(𝑥∗

𝑡 ) − ℎ𝑒
𝑡 (𝑥∗

𝑡 ))
⎞
⎟
⎟
⎠
。

其中，{𝑥∗
𝑡 }𝑁

𝑡=0表示最优稳态，并约定 𝑥𝑒
−1 = 𝑥∗

0 = 𝑥0、ℎ𝑒
−1(𝑥) = 0、ℎ𝑒

𝑁 (𝑥) = 𝑓𝑁 (𝑥)、
𝑥𝑒

𝑁 = 𝜃𝑁。进而，利用定理A.2，由 FOSS作为初始神谕机的 RHTM算法具有动
态超额代价上界

Regret(RHTM) = 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝
(

√𝜁 − 1
√𝜁 )

2𝐾 𝑁

∑
𝑡=0

(‖𝑥𝑒
𝑡−1 − 𝑥𝑒

𝑡 ‖ + ℎ𝑒
𝑡−1(𝑥∗

𝑡 ) − ℎ𝑒
𝑡 (𝑥∗

𝑡 ))
⎞
⎟
⎟
⎠
。

定理 A.3通过最优稳态 𝑥𝑒
𝑡 和偏置函数 ℎ𝑒

𝑡 的变化来求得超额代价上界。如果

𝑓𝑡, 𝑔𝑡 不发生变化，𝑥𝑒
𝑡 , ℎ𝑒

𝑡 也不发生变化，这样算法就不会产生任何超额代价，这
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与我们的直觉相符。尽管该定理要求 ℎ𝑒
𝑡 的存在，但对于多数控制问题（例如 LQ

跟踪和具有转折尖峰（turn-pike）性质的控制问题 [25,53]）而言，该定理要求的存

在性是可以证明的。

A.5 线性二次型跟踪问题：超额代价上界和基本极限

为了给定理 A.2、A.3中的超额代价分析提供更直观的理解，我们将 RHTM
算法应用于例 A.1。对于 𝑄𝑡, 𝑅𝑡, 𝜃𝑡随时间变化的情形，分析结果将在附录中呈现；

而在正文中，我们仅考虑一种特殊情况，该情况下超额代价上界的表达式显得十

分简明，它既是以 FOSS为初始神谕机的 RHTM算法的上界，又是一切在线算法
的下界。如此简明的表达式向我们揭示了下界和上界之间几乎相当（至多差常数

倍），从而表明 RHTM算法对预测的利用效率是近乎最优的，即便它在每一步内
只进行了有限步的梯度更新。

LQ跟踪问题的特殊情况有以下形式

1
2

𝑁−1

∑
𝑡=0

[(𝑥𝑡 − 𝜃𝑡)⊤𝑄(𝑥𝑡 − 𝜃𝑡) + 𝑢⊤
𝑡 𝑅𝑢𝑡] + 1

2𝑥⊤
𝑁𝑃 𝑒𝑥𝑁。 （A.10）

其中，𝑄, 𝑅 > 0，𝑃 𝑒 是关于 𝑄、𝑅的 Riccati代数方程的解 [54]。简单地说，在这

种特殊情况下，对 0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑁 − 1总有𝑄𝑡 = 𝑄、𝑅𝑡 = 𝑅，而𝑄𝑁 = 𝑃 𝑒、𝜃𝑁 = 0，故
只有 𝜃𝑡（𝑡 = 1, ⋯ , 𝑁 − 1）是可变的。这时，LQ跟踪问题（A.10）的目标是在状
态代价和控制代价权重不变的前提下，跟踪一条随时间变化的轨迹 𝜃。
超额代价上界 首先，基于定理 A.2、A.3，容易给出下述超额代价上界。

推论 A.4． 对于特殊形式的 LQ跟踪问题，由 FOSS作为初始神谕机的 RHTM算
法具有动态超额代价上界

Regret(RHTM) = 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝
(

√𝜁 − 1
√𝜁 )

2𝐾 𝑁

∑
𝑡=0

‖𝜃𝑡 − 𝜃𝑡−1‖
⎞
⎟
⎟
⎠
。

其中，𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋，𝜁 是相应 𝐶(z)的条件数，𝜃−1 = 0。
该推论表明：在 𝑄, 𝑅不变的情况下，超额代价可以被 𝜃𝑡的总变差所约束。

基本极限 另一方面，对于任何在线算法，我们都有以下超额代价下限。

定理 A.5 (超额代价下界)． 设 1 ⩽ 𝑊 ⩽ 𝑁/3，对任意条件数 𝜁 > 1、总变差上界
2 ̄𝜃 ⩽ 𝐿𝑁 ⩽ (2𝑁 + 1) ̄𝜃、可控性指数 𝑝 ⩾ 1以及任意在线算法 A而言，总存在一
个具有形式（A.10）的 LQ跟踪问题，其控制标准型系统 (𝐴, 𝐵)具有可控性指数
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𝑝，其目标状态序列 {𝜃𝑡}满足总变差上界∑𝑁
𝑡=1 ‖𝜃𝑡 − 𝜃𝑡−1‖ ⩽ 𝐿𝑁，相应的 𝐶(z)具

有条件数 𝜁，并且关于算法 A的下列超额代价下界成立

𝐽(A) − 𝐽 ∗ = 𝛺
⎛
⎜
⎜
⎝
(

√𝜁 − 1
√𝜁 + 1)

2𝐾

𝐿𝑁
⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝛺
⎛
⎜
⎜
⎝
(

√𝜁 − 1
√𝜁 + 1)

2𝐾 𝑁

∑
𝑡=0

‖𝜃𝑡 − 𝜃𝑡−1‖
⎞
⎟
⎟
⎠
。

（A.11）

其中，𝐾 = ⌊
𝑊 −1

𝑝 ⌋，𝜃−1 = 0。
颇令人惊讶的是，定理 A.5中的下界与推论 A.4中的上界（尤其在 𝜁 很大时）

几乎是一致的，这表明 RHTM算法以接近最优的方式利用了预测信息。定理的
主要条件是预测窗口与控制时长相比很短（𝑊 ⩽ 𝑁/3），并且代价函数的变化也
不能太小（𝐿𝑁 ⩾ 2 ̄𝜃）——这符合我们的直觉，否则，在线控制问题就显得过于
简单，也很容易设计出使超额代价更小的算法。

A.6 数值实验
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图 A.1 LQ跟踪
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图 A.2 两轮机器人跟踪（带有非线性动力学）

LQ跟踪问题 实验配置参见附录，这里线性时不变系统的阶数为 𝑛 = 2，控
制输入是一个标量，因此该系统的 𝑝 = 2。我们将 RHTM算法与快速梯度 MPC
（subMPC）[26]进行比较，它是一种次优MPC算法。粗略地说，该算法先构造从 𝑡
到 𝑡 + 𝑊 − 1的𝑊 级截断最优控制，然后通过 Nesterov梯度下降法求解这些优化
问题。我们实现的 subMPC算法中，由于有𝑊 阶段的变量，每一次梯度更新都需

要𝑊 次部分梯度计算；换言之，我们的 RHTM可视为具有 1次 Nesterov迭代的
subMPC。图 A.1还额外绘制了进行 3次、5次 Nesterov迭代的 subMPC。图 A.1
表明：我们设计的算法 RHGD、RHAG、RHTM在超额代价方面都表现出关于𝑊
的指数衰减，并且这种衰减是分段常数的，这与定理 A.2所预言的一致。容易看
出：RHTM和 RHAG相比 RHGD都有更好的表现，这符合我们的直观认识，因
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为 TM和 AG都是 GD的加速版本。此外，所有算法的性能都远优于只进行一次
迭代的次优MPC，而还可以注意到：次优MPC通过增加迭代次数实现了更好的
性能，但是当𝑊 变大时，改进就趋于饱和——这与 RHTM算法形成鲜明的对比。

两轮移动机器人的路径跟踪 尽管我们的在线算法是基于线性时不变系统

设计和分析的，但我们的 RHGC算法同样可以在非线性系统上应用。这里我们
考虑一个服从非线性动力学方程 �̇� = 𝑣 cos 𝛿, ̇𝑦 = 𝑣 sin 𝜃, ̇𝛿 = 𝜔的两轮移动机器人，
其中 (𝑥, 𝑦)是机器人的位置，𝑣、𝜔分别是切向速度和角速度，𝛿表示 𝑣与 𝑥轴间
切角 [55]。系统的控制变量为 𝑣和 𝜔，例如，可通过电机的脉宽调制（PWM）实现
这种控制。给定一个参考路径 (𝑥𝑟(𝑡), 𝑦𝑟(𝑡))，路径跟踪的目标是平衡跟踪性能和控
制代价，即 min∑𝑁

𝑡=0 (𝑐𝑒
𝑡 ⋅ ((𝑥𝑡 − 𝑥𝑟(𝑡))2 + (𝑦𝑡 − 𝑦𝑟(𝑡))2) + 𝑐𝑣

𝑡 ⋅ 𝑣2
𝑡 + 𝑐𝜔

𝑡 ⋅ 𝜔2
𝑡 )。系统的

动力学方程依时间间隔 𝛥𝑡 = 0.025秒离散化；随后，按照类似上文的思路，将最
优路径跟踪问题重新表述为关于 (𝑥𝑡, 𝑦𝑡)的无约束优化问题，并应用 RHGC算法
求解（详见附录）。图 A.2展示了预测窗口为𝑊 = 40、𝑊 = 80的跟踪结果，它
们分别对应于 1秒、2秒的实际预测窗口。①我们看到：当路径较平滑时，机器人
能很好地遵循参考轨迹；但当路径有急转弯时，控制会出现一些偏差；同时，更

长的预测窗口也会带来更好的跟踪性能。这些结果证实了我们的 RHGC算法对
非线性系统也有较好的控制性能。

A.7 小结

本文研究了线性动力系统的在线控制问题中，预测对于提升动态超额代价的

作用。我们设计了 RHTM算法，并提供了它的一个超额代价上界；我们还证明了
一个基本极限，并且指出该基本极限几乎与 RHTM的超额代价上界一致。关于
此课题，未来的工作包括：①研究非线性系统；②研究带有干扰和噪声的系统；

③研究带有状态和控制约束的系统；④研究系统动力学方程未知的情形。
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附录 B 补充内容

B.1 得到微扰响应上界的技术性工具

3.3节已经简要介绍了得到微扰响应上界的几种常用方法，本节将进而讨论
运用这些方法时常用的一些技术性结果。正如此前讨论的那样，在具有局部耦合

性质的实际系统中，微扰响应上界的系数通常是（关于扰动时刻与观测时刻之差）

指数衰减的，因此我们首先介绍分块带状矩阵求逆后的指数衰减性质。随后，我

们讨论如何在不同的分析思路下应用该结果，包括规约至光滑在线凸优化问题的

方法，以及直接利用含约束优化问题 Lagrangian量的 KKT矩阵的方法。

B.1.1 分块带状矩阵求逆后的指数衰减性质

本节考虑一类分块矩阵 𝐴 ∈ ℝ𝑁×𝑁：称 𝐴具有（对称）分块特征 (𝑛1, ⋯ , 𝑛𝜔)，
如果𝑁 = 𝑛1 + ⋯ + 𝑛𝜔是对𝑁 的划分，且 𝐴被划分为 𝜔 × 𝜔个子块

𝐴 ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐴1,1 𝐴1,2 ⋯ 𝐴1,𝜔

𝐴2,1 𝐴2,2 ⋯ 𝐴2,𝜔

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝜔,1 𝐴𝜔,2 ⋯ 𝐴𝜔,𝜔

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

，

其中 𝐴𝑖,𝑗 ∈ ℝ𝑛𝑖×𝑛𝑗。为便于表示分块带状矩阵的子矩阵，可任取行指标集 𝑆R ⊆
{1, ⋯ , 𝜔}（其元素为 𝑖1 < ⋯ < 𝑖|𝑆R|）和列指标集 𝑆C ⊆ {1, ⋯ , 𝜔}（其元素为
𝑗1 < ⋯ < 𝑗|𝑆C|），则子矩阵 𝐴𝑆R,𝑆C

（也记为 𝐴(𝑆R, 𝑆C)）定义为下述分块矩阵

𝐴𝑆R,𝑆C
∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐴𝑖1,𝑗1 𝐴𝑖1,𝑗2 ⋯ 𝐴𝑖1,𝑗|𝑆C|

𝐴𝑖2,𝑗1 𝐴𝑖2,𝑗2 ⋯ 𝐴𝑖2,𝑗|𝑆C|

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑖|𝑆R|,𝑗1 𝐴𝑖|𝑆R|,𝑗2 ⋯ 𝐴𝑖|𝑆R|,𝑗|𝑆C|

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。

特别地，对于对角阵 𝐷 = diag(𝐷1, ⋯ , 𝐷𝜔) 和指标集 𝑆 ⊆ {1, ⋯ , 𝜔}（其元素为
𝑖1 < ⋯ < 𝑖|𝑆|），子矩阵 𝐷𝑆 定义为分块对角矩阵 diag(𝐷𝑖1 , 𝐷𝑖2 , ⋯ , 𝐷𝑖|𝑆|)。
引理 B.1． 设 𝐴是正定的对称分块矩阵，其分块特征为 (𝑛1, ⋯ , 𝑛𝜔)，各子块用
𝐴𝑖,𝑗 ∈ ℝ𝑛𝑖×𝑛𝑗 表示。假设 𝐴在分块意义下是𝑞-带状矩阵（𝑞-banded matrix），即

𝐴𝑖,𝑗 = 0， ∀ |𝑖 − 𝑗| > 𝑞/2；
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并设其最大、最小特征值为 𝜆min(𝐴) = 𝑎0，𝜆max(𝐴) = 𝑏0，则有 ‖𝐴‖ ⩽ 𝐶0𝜆𝛿
0，其中

𝐶0 = 2
𝑎0
， 𝜆0 =

(
√cond(𝐴) − 1
√cond(𝐴) + 1)

2/𝑞

， 𝛿 = min
𝑖∈𝑆R,𝑗∈𝑆𝑐

|𝑖 − 𝑗|。

这里 cond(𝐴) = 𝑏0/𝑎0表示矩阵 𝐴的条件数（condition number）。

证明． 该引理的证明受到 [61]的启发。考虑以下两种情况：
• 若 𝛿 ≠ 0，设 𝛿 = 𝜈𝑞/2 + 𝜅，其中 𝜈、𝜅 满足 𝜈 ⩾ 0, 1 ⩽ 𝜅 ⩽ 𝑞/2。类似于 [61]
中的命题 2.2，可以证明：存在 𝜈次多项式 𝑝𝜈，使得

‖𝐴−1 − 𝑝𝜈(𝐴)‖ ⩽ 1
𝑎0

⋅
(1 + √cond(𝐴))

2

2cond(𝐴) 𝜆𝛿
0 ⩽ 𝐶0𝜆𝛿

0，

其中第二个不等式用到 cond(𝐴) ⩾ 1。由于 𝑝𝜈 的次数 𝜈 < 2𝛿
𝑞 ，而 𝐴是 𝑞-分

块带状矩阵，矩阵 𝑝𝜈(𝐴)对任意 𝑖 ∈ 𝑆R、𝑗 ∈ 𝑆C满足 (𝑝𝜈(𝐴))𝑖,𝑗 = 0。因此

‖𝑃 ‖ = ‖(𝐴−1)𝑆R,𝑆C‖ = ‖(𝐴−1 − 𝑝𝜈(𝐴))𝑆R,𝑆C‖ ⩽ ‖𝐴−1 − 𝑝𝜈(𝐴)‖ ⩽ 𝐶0𝜆𝛿
0，

这里用到子矩阵的 2-范数不可能大于原矩阵的 2-范数这一事实。
• 若 𝛿 = 0，结论显然成立，因为 ‖𝑃 ‖ = ‖(𝐴−1)𝑆R,𝑆C‖ ⩽ ‖𝐴−1‖ = 1

𝑎0
⩽ 𝐶0。

这就完成了证明。 ∎
推论 B.2． 设 𝐴满足引理 B.1中的一切假设，并设 𝐷 = diag(𝐷1, ⋯ , 𝐷𝜔)是分块
对角矩阵，其中 𝐷𝑖 ∈ ℝ𝑛𝑖×𝑛𝑖 都是半正定的。令𝑀 = ((𝐴 + 𝐷)−1)𝑆R,𝑆C

（按行指标

𝑆R和列指标 𝑆C取出子矩阵），其中 𝑆R, 𝑆C ⊆ {1, ⋯ , 𝜔}，则 ‖𝑀‖ ⩽ 𝐶0𝜆𝛿
0，其中

𝐶0 = 2
𝑎0
， 𝜆0 =

(
√cond(𝐴) − 1
√cond(𝐴) + 1)

2/𝑞

， 𝛿 = min
𝑖∈𝑆R,𝑗∈𝑆𝑐

|𝑖 − 𝑗|。

这里 cond(𝐴) = 𝑏0/𝑎0表示矩阵 𝐴的条件数（condition number）。

证明． 可将其规约至 𝐷 = 0的特殊情形，从而可以利用引理 B.1的结果。具体
而言，令𝑁 ∶= 𝑎0𝐼 + 𝐷（𝑁 显然是对称正定阵），并定义

𝐻 = 𝑁− 1
2 (𝐴 + 𝐷)𝑁− 1

2。

我们首先证明：𝐼 ⪯ 𝐻 ⪯ 𝑏0
𝑎0

⋅ 𝐼。对任意向量 𝑥，注意到

𝑥⊤𝐻𝑥 = 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝐴𝑁− 1

2 𝑥 + 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝐷𝑁− 1

2 𝑥

⩾ 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝑎0𝐼𝑁− 1

2 𝑥 + 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝐷𝑁− 1

2 𝑥

= 𝑥⊤𝑁− 1
2 (𝑎0𝐼 + 𝐷)𝑁− 1

2 𝑥

68



= ‖𝑥‖2，

以及

𝑥⊤𝐻𝑥 = 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝐴𝑁− 1

2 𝑥 + 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝐷𝑁− 1

2 𝑥

⩽ 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝑏0𝐼𝑁− 1

2 𝑥 + 𝑥⊤𝑁− 1
2 𝐷𝑁− 1

2 𝑥

= 𝑥⊤𝑁− 1
2 (𝑎0𝐼 + 𝐷)𝑁− 1

2 𝑥 + (𝑏0 − 𝑎0)𝑥⊤𝑁−1𝑥

⩽ ‖𝑥‖2 + 𝑏0 − 𝑎0
𝑎0

⋅ ‖𝑥‖2

= 𝑏0
𝑎0

⋅ ‖𝑥‖2，

因此确实有 𝐼 ⪯ 𝐻 ⪯ 𝑏0
𝑎0

⋅ 𝐼，从而 cond(𝐻) ⩽ 𝑏0
𝑎0

= cond(𝐴)。注意到𝐻 同样是 𝑞-带
状分块矩阵，利用引理 B.1的结果知

‖(𝐻−1)𝑆R,𝑆C‖ ⩽ 2𝜆𝛿
𝐻 ⩽ 2𝜆𝛿

0，

其中 𝜆𝐻 = (
√cond(𝐻)−1
√cond(𝐻)+1)

2/𝑞
⩽ 𝜆0。进而，

‖𝑃 ‖ = ‖((𝐴 + 𝐷)−1)𝑆R,𝑆C‖ = ‖(𝑁− 1
2 𝐻−1𝑁− 1

2 )𝑆R,𝑆C‖

⩽ ‖(𝑎0𝐼 + 𝐷𝑆R
)− 1

2 ‖ ⋅ ‖(𝐻−1)𝑆R,𝑆C‖ ⋅ ‖(𝑎0𝐼 + 𝐷𝑆C
)− 1

2 ‖
⩽ 1

𝑎0 ‖(𝐻−1)𝑆R,𝑆C‖

⩽ 𝐶0𝜆𝛿
0，

其中用到 ‖(𝑎0𝐼 + 𝐷𝑆)− 1
2 ‖ ⩽ 1

√𝑎0
以及 𝐷𝑆 ⪰ 0。 ∎

最后，我们简要探讨最优控制型的优化问题与带状分块矩阵求逆间的联系。

对目标函数具有一定光滑性和凸性的无约束优化问题，若参数沿方向 𝑒作一微小
变化，则利用最优性条件（如 KKT条件），总可以将优化问题的解 𝜓 在方向 𝑒
上的变化 ∂𝜓

∂𝑒 在局部表示为线性方程 𝐻 ∂𝜓
∂𝑒 = 𝛿。其中，系数矩阵 𝐻 是目标函数

的 Hessian矩阵，𝛿 是与参数变化量成线性关系的小量。如此，优化问题的解对
微扰的响应（在局部）可以表示为 ∂𝜓

∂𝑒 = 𝐻−1𝛿。进而，注意到最优控制型优化
问题具有局部耦合性质（只有相邻时刻的优化变量出现在同一阶段代价中），这

一特殊结构保证了 𝐻 是带状分块矩阵（在最常见的情况下，甚至是三对角矩阵
（tri-diagonal matrix）），因此其逆矩阵 𝐻−1 从主对角线向两侧必然呈现指数衰减

特征，故局部微扰响应的上界即可通过展开 ‖
∂𝜓
∂𝑒 ‖ = ‖𝐻−1𝛿‖得到。对于优化问题
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含约束的情形，则可以相应地考虑 KKT矩阵 𝐾（参见 4.2节的证明）。

B.1.2 规约至光滑在线凸优化问题

光滑在线凸优化问题（smoothed online convex optimization, SOCO）是一类与

最优控制密切相关的优化问题，只不过在观念上将其视为一个静态问题（下标 𝑡
不具有“阶段”的概念），从而消去了系统动力学给出的等式约束；同时，优化变

量中只含系统状态而不含控制输入（关于代价函数可改写为关于现态和次态的形

式）。例如，对于含加性噪声的线性时变系统，最优控制问题可表示为

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇 −1

∑
𝑡=0

(𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡) + 𝑓 𝑢

𝑡 (𝑢𝑡)) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 )

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑡𝑥𝑡 + 𝐵𝑡𝑢𝑡 + 𝑤𝑡， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （B.1）

𝑥0 = 𝑥init。

而对给定的初态�̂�0、末态�̂�𝑝和噪声序列�̂�（在变量上添加尖角符，是为了强调它
们是规约后问题的参量），相应的光滑在线凸优化问题可写为

�̂�(�̂�0, �̂�, �̂�𝑝) ∶= argmin
�̂�1∶𝑝−1

𝑝−1

∑
𝜏=1

̂𝑓𝜏(�̂�𝜏) +
𝑝

∑
𝜏=1

̂𝑐𝜏(�̂�𝜏 , �̂�𝜏−1, �̂�𝜏−1)， （B.2）

其中优化变量 �̂�1∶𝑝−1可以自由地在全空间选取。由于后者相比于前者不含动力学

方程的等式约束，在进行微扰分析时后者无疑显得更加便利。

𝜗𝑑
𝑑 (𝑥𝑑 , 𝑤𝑑∶2𝑑−1 , 𝑥2𝑑 )

𝑥𝑑

𝑓𝑑 (𝑥𝑑 )

𝑢𝑑
𝑐𝑑 (𝑢𝑑 )

𝑥𝑑+1

𝑓𝑑+1(𝑥𝑑+1)

𝑢𝑑+1
𝑐𝑑+1(𝑢𝑑+1)

𝑥𝑑+2

𝑓𝑑+2(𝑥𝑑+2)

𝑢𝑑+2
𝑐𝑑+2(𝑢𝑑+2) ⋯

𝑢2𝑑−1
𝑐2𝑑−1(𝑢2𝑑−1)

𝑥2𝑑

𝑓2𝑑 (𝑥2𝑑 )

�̂�0

̂𝑐1(�̂�1 , �̂�0 , �̂�0)
q

𝜗𝑑
0 (𝑥0 , 𝑤0∶𝑑−1 , 𝑥𝑑 )

⋯ �̂�1
̂𝑓1(�̂�1)
q

𝑓𝑑 (𝑥𝑑 )

̂𝑐2(�̂�2 , �̂�1 , �̂�1)
q

𝜗𝑑
𝑑 (𝑥𝑑 , 𝑤𝑑∶2𝑑−1 , 𝑥2𝑑 )

⋯ �̂�2
̂𝑓2(�̂�2)
q

𝑓2𝑑 (𝑥2𝑑 )

⋯ �̂�𝑣−1
̂𝑓𝑣−1(�̂�𝑣−1)
q

𝑓(𝑣−1)𝑑 (𝑥(𝑣−1)𝑑 )

̂𝑐𝑣(�̂�𝑣 , �̂�𝑣−1 , �̂�𝑣−1)
q

𝜗𝑑
(𝑣−1)𝑑 (𝑥(𝑣−1)𝑑 , 𝑤(𝑣−1)𝑑∶𝑣𝑑−1 , 𝑥𝑣𝑑 )

⋯ �̂�𝑣

图 B.1 从最优控制问题到光滑在线凸优化问题的规约示意

那么，是否只要将动力学方程代入转移代价函数，就能将最优控制问题规约

至光滑在线凸优化问题呢？答案显然是否定的，因为对欠驱动的（under-actuated）

系统而言，不能保证每一时刻系统状态都能自由地在状态空间 ℝ𝑛中选取。为此，

回忆我们在定义 2.5中引入的可控性指数 𝑑，它保证我们可以在 𝑑 步内将系统驱
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动至任意目标状态，而最优性原理（optimality principle）保证我们可以通过反解

𝜓𝑑
𝑡 (𝑥𝑡, 𝑤𝑡∶𝑡+𝑑−1, 𝑥𝑡+𝑑 得到这 𝑑步内的轨迹；换言之，只要将决策点（decision point）

的时间间隔从 1延长至 𝑑（即每 𝑑 步允许决定一个目标状态），就可以完成规约。
上图 B.1直观地展示了这种规约（图中展示了一个从 0时刻起的简单特例，并为
简单起见规定决策点 𝑝 = 𝑣𝑑）。
在规约后，利用前一节中给出的思路，通常可证明光滑在线凸优化问题（在

一定的光滑性要求下）具有以下形式的微扰响应上界

‖�̂�(�̂�0, �̂�, �̂�𝑝)ℎ − �̂�(�̂�′
0, �̂�′, �̂�′

𝑝)ℎ‖ ⩽

𝐶0
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ−1

0 ‖�̂�0 − �̂�′
0‖ +

𝑝−1

∑
𝜏=0

𝜆|ℎ−𝜏|−1
0 ‖�̂�𝜏 − �̂�′

𝜏‖ + 𝜆𝑝−ℎ−1
0 ‖�̂�𝑝 − �̂�′

𝑝‖
⎞
⎟
⎟
⎠
。

因此，为导出最优控制问题的微扰响应上界，只需要考察规约后的目标函数是否

具有良好的光滑性和凸性，以及反解相邻决策点之间的子轨迹时是否仍能保持解

的 Lipschitz连续性。具体而言，我们需要证明以下辅助结论：
• 𝜓𝑝

𝑡 (𝑥, 𝑤𝑡∶𝑡+𝑝−1, 𝑧; 𝕀)具有 Lipschitz连续性；
• 𝜗𝑝

𝑡 (𝑥, 𝑤𝑡∶𝑡+𝑝−1, 𝑧; 𝕀)具有凸性和 L-光滑性。
关于本例的具体证明细节及其应用，可以参见附录 B.2。

B.1.3 KKT矩阵及其微扰分析

一般优化问题的 KKT矩阵 对于一般的优化问题（优化变量为 𝛼）

minimize
𝛼

𝑓(𝛼)

subject to 𝑔(𝛼) = 0，

考虑其原始-对偶解（primal-dual solution）(𝛼, 𝜂)，其中 𝜂 = [𝜂1, ⋯ , 𝑒𝑡𝑎𝑚]分别对应
等式约束 𝑔1(𝛼) = 0, ⋯ , 𝑔𝑚(𝛼) = 0。该优化问题的 Lagrangian量为

L(𝛼, 𝜂) ∶= 𝑓(𝛼) + 𝜂⊤𝑔(𝛼)，

其 Hessian 矩阵定义为 𝐻 ∶= ∇2
𝛼𝛼L(𝛼, 𝜂)，而约束条件的 Jacobian 矩阵定义为

𝐺 ∶= ∇𝛼𝑔(𝛼)；进而，其 KKT矩阵（Karush-Kuhn-Tucker matrix）定义为

𝐾 =
[

𝐻 𝐺⊤

𝐺 ]
。

下面的引理表明：若 Hessian矩阵 𝐻 和约束条件的 Jacobian矩阵 𝐺 都具有
有界的奇异值谱，则 KKT矩阵也具有有界的奇异值谱。
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引理 B.3． 若 KKT矩阵 𝐾 的分块形式中，Hessian矩阵𝐻 ∈ ℝ𝑛0×𝑛0 是对称正定

阵，且满足 𝜎𝐻𝐼 ⪯ 𝐻 ⩽ 𝜎𝐻𝐼（𝜎𝐻 > 0）；而约束条件的 Jacobian矩阵 𝐺 ∈ ℝ𝑛1×𝑛0

满足 𝑛1 ⩽ 𝑛0且 𝜎𝐺 ⩽ 𝜎(𝐺) ⩽ 𝜎𝐺（𝜎𝐺 > 0），则 KKT矩阵 𝐾 的奇异值谱满足

min(𝜎𝐻 , 1) ⋅ 𝜎𝐺 ⋅ √
𝜎𝐻

2𝜎𝐻𝜎𝐻 + 𝜎𝐻 (𝜎𝐺)2 ⩽ 𝜎(𝐾) ⩽ √2(𝜎𝐻 + 𝜎𝐺)。

证明． 首先给出 𝜎(𝐻)的下界。考虑 𝐺𝐻− 1
2 的奇异值分解

𝐺𝐻− 1
2 = 𝑈𝛴𝑉 ⊤，

其中 𝑈 ∈ ℝ𝑛1×𝑛1、𝑉 ∈ ℝ𝑛0×𝑛0 是酉矩阵，𝛴 = diag(𝜎1, 𝜎2, ⋯ , 𝜎𝑛1) ∈ ℝ𝑛1×𝑛0 包含了

𝐺𝐻− 1
2 的全部奇异值，且满足

𝜎𝐺
√𝜎𝐻

⩾ 𝜎1 ⩾ ⋯ ⩾ 𝜎𝐻 ⩾ 𝜎𝐺
√𝜎𝐻
。则有分解

𝐾 =
⎡⎢⎢⎣

𝐻
1
2 0

0 𝐼
⎤⎥⎥⎦

⋅
⎡⎢⎢⎣

𝐼 𝐻− 1
2 𝐺⊤

𝐺𝐻− 1
2 0

⎤⎥⎥⎦
⋅

⎡⎢⎢⎣

𝐻
1
2 0

0 𝐼
⎤⎥⎥⎦

=
⎡⎢⎢⎣

𝐻
1
2 0

0 𝐼
⎤⎥⎥⎦

⋅
[

𝑉 0
0 𝑈]

⋅
[

𝐼 𝛴⊤

𝛴 0 ]
⋅

[
𝑉 ⊤ 0
0 𝑈 ⊤]

⋅
⎡⎢⎢⎣

𝐻
1
2 0

0 𝐼
⎤⎥⎥⎦
。 （B.3）

注意到对任意 𝛼 ∈ ℝ𝑛0、𝛽 ∈ ℝ𝑛1，都有

‖[
𝐼 𝛴⊤

𝛴 0 ] [
𝛼
𝛽]‖

2

=
𝑛1

∑
𝑖=1

(𝛼𝑖 + 𝜎𝑖𝛽𝑖)2 +
𝑛0

∑
𝑖=𝑛1+1

𝛼2
𝑖 +

𝑛1

∑
𝑖=1

𝜎2
𝑖 𝛼2

𝑖

=
𝑛1

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝
(

1 +
𝜎2

𝑖
2 ) (

𝛼𝑖 + 2𝜎𝑖
2 + 𝜎2

𝑖
𝛽𝑖)

2

+
𝜎2

𝑖
2 𝛼2

𝑖 +
𝜎2

𝑖
2 + 𝜎2

𝑖
𝛽2

𝑖
⎞
⎟
⎟
⎠

+
𝑛0

∑
𝑖=𝑛1+1

𝛼2
𝑖

⩾
(
min

𝑖

𝜎2
𝑖

2 + 𝜎2
𝑖 ) ‖[

𝛼
𝛽]‖

2

⩾
𝜎𝐻 (𝜎𝐺)2

2𝜎𝐻𝜎𝐻 + 𝜎𝐻 (𝜎𝐺)2 ‖[
𝛼
𝛽]‖

2

。

因此，由（B.3）有

‖
𝐾

[
𝛼
𝛽]‖

⩾ min(𝜎𝐻 , 1) ⋅ 𝜎𝐺 ⋅
√

𝜎𝐻
2𝜎𝐻𝜎𝐻 + 𝜎𝐻 (𝜎𝐺)2 ⋅

‖[
𝛼
𝛽]‖
。

这就证明了下界。上界则可以直接通过放缩得到，即

‖
𝐾

[
𝛼
𝛽]‖

⩽ ‖𝐻𝛼 + 𝐺⊤𝛽‖ + ‖𝐺𝛼‖
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⩽ ‖𝐻𝛼‖ + ‖𝐺⊤𝛽‖ + ‖𝐺𝛼‖

⩽ (𝜎𝐻 + 𝜎𝐺)(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖)

⩽ √2(𝜎𝐻 + 𝜎𝐺)
‖[

𝛼
𝛽]‖
。

这就完成了引理的证明。 ∎
有限时间最优控制问题的 KKT矩阵 现在考虑一般形式的有限时间最优控

制问题（见定义 2.4）。为使表述简洁，本节只考虑不含额外不等式约束的情形，
则优化问题只含动力学方程对应的等式约束。此时，将其优化变量（有序地）记

为 𝛼 = (𝛼𝑡1 , 𝛼𝑡1+1, ⋯ , 𝛼𝑡2)，其中

𝛼𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

(𝑥𝑡, 𝑢𝑡) 𝑡1 ⩽ 𝑡 < 𝑡2

𝑥𝑡2 𝑡 = 𝑡2
。

则优化问题的目标函数为 𝑓(𝛼) = ∑𝑡2−1
𝑡=𝑡1

𝑓𝑡(𝛼𝑡; 𝜉𝑡)+𝐹𝑡2(𝛼𝑡2)，动力学方程给出的等式
约束可记为 𝑔(𝛼) ∶= ( ̃𝑔𝑡1+1, ⋯ , ̃𝑔𝑡2) = 0，其中 ̃𝑔𝑡1(𝛼𝑡1) = 𝑥𝑡1 −𝑧， ̃𝑔𝑡+1(𝛼𝑡∶𝑡+1) = 𝑥𝑡+1 −
𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡)（𝑡 = 𝑡1 + 1, ⋯ , 𝑡2 − 1）。设等式约束 ̃𝑔𝑡1 , ⋯ , ̃𝑔𝑡2 的对偶变量（dual variable）

分别为 𝜂 = (𝜂𝑡1 , ⋯ , 𝜂𝑡2)，则优化问题的 Lagrangian量即为 L(𝛼, 𝜂) = 𝑓(𝛼) + 𝜂⊤ ̃𝑔(𝛼)，
其 KKT矩阵在一点 (𝛼, 𝜂)处的具体表达式为

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐼 −𝐴⊤
𝑡1𝐻𝑡1 −𝐵⊤
𝑡1

𝐼 −𝐴⊤
𝑡1+1𝐻𝑡1+1 −𝐵⊤
𝑡1+1
𝐼 ⋱

⋱
⋱ ⋱

𝐻𝑡2 𝐼
𝐼

−𝐴𝑡1 −𝐵𝑡1 𝐼
−𝐴𝑡1+1 −𝐵𝑡1+1 𝐼

⋱ ⋱
⋱ 𝐼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。

其中，子块𝐻𝑡、𝐴𝑡、𝐵𝑡定义如下：
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• Hessian矩阵具有形式𝐻(𝛼, 𝜂) ∶= ∇2
𝛼𝛼L(𝛼, 𝜂) = diag(𝐻0, 𝐻1, ⋯ , 𝐻𝑡)，其中

𝐻𝑡(𝛼𝑡, 𝜂𝑡) =
[

∇2
𝑥𝑡𝑥𝑡L(𝛼, 𝜂) ∇2

𝑥𝑡𝑢𝑡L(𝛼, 𝜂)
∇2

𝑢𝑡𝑥𝑡L(𝛼, 𝜂) ∇2
𝑢𝑡𝑢𝑡L(𝛼, 𝜂)]

， ∀𝑡 = 𝑡1, ⋯ , 𝑡2 − 1，

𝐻𝑡2(𝛼𝑡2) = ∇2
𝑥𝑡2𝑥𝑡2

L(𝛼𝑡2) = ∇2
𝑥𝑡2𝑥𝑡2

𝐹𝑡2(𝛼𝑡2)；

• 令 𝐴𝑡 ∶= ∇⊤
𝑥𝑡𝑔𝑡(𝛼𝑡)，𝐵𝑡 ∶= ∇⊤

𝑢𝑡𝑔𝑡(𝛼𝑡)，则约束条件的 Jacobian矩阵具有形式

𝐺(𝛼) ∶= ∇𝛼 ̃𝑔(𝛼) =
⎡
⎢
⎢
⎣

𝐼
−𝐴𝑡1 −𝐵𝑡1 𝐼

−𝐴𝑡1+1 −𝐵𝑡1+1 𝐼
⋱ ⋱ ⋱

−𝐴𝑡2−1 −𝐵𝑡2−1 𝐼

⎤
⎥
⎥
⎦
。

𝐾 的上述具体表达式显示了其局部耦合性质，这与此前的讨论相一致。为了更方
便地应用引理 B.1，我们期望将 KKT矩阵明确地写为分块带状矩阵的形式——这
可以通过恰当的基变换实现。事实上，上述矩阵的各列对应原始-对偶变量的有序
向量表示 (𝛼𝑡1 , ⋯ , 𝛼𝑡2 , 𝜂𝑡1 , ⋯ , 𝜂𝑡2)。进而，考虑基变换矩阵 𝛷𝑡2

𝑡1
，它将上述有序向量

表示重排为 (𝛼𝑡1 , 𝜂𝑡1 , 𝛼𝑡1+1, 𝜂𝑡1+1, ⋯ , 𝛼𝑡2 , 𝜂𝑡2)的变换矩阵，则在新的有序表示下，𝐾
将重排为 𝛶 ∶= 𝛷𝐾𝛷⊤，其具体表达式为

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐼 −𝐴⊤
𝑡1𝐻𝑡1 −𝐵⊤
𝑡1

𝐼
𝐼 −𝐴⊤

𝑡1+1𝐻𝑡1+1 −𝐵⊤
𝑡1+1

−𝐴𝑡1 −𝐵𝑡1 𝐼

⋱ ⋱
−𝐴𝑡1+1 −𝐵𝑡1+1

𝐻𝑡2 𝐼
⋱

𝐼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。

不难看出，变换后的 KKT 矩阵 𝛶 确实有分块对角矩阵的形式，这是因为将原
始-对偶变量按时间顺序排列有利于表现时间上的局部耦合性质。
这里，为使记号简洁，我们约定：系统的不确定性参数 𝜉𝑡1∶𝑡2 默认略去，且所

考虑的原始-对偶解 (𝛼, 𝜂)在上下文不致引起歧义时亦可略去。此外，若需要区分
不同区间上的有限时间最优控制问题，可以为 𝐾、𝐻、𝐺等矩阵添加上下标，即
写为 𝐾 𝑡2

𝑡1
、𝐻 𝑡2

𝑡1
、𝐺𝑡2

𝑡1
等（当然，这些上下标在上下文清晰时默认省略）。
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我们还指出：KKT矩阵的具体形式必然随所考虑优化问题的形式而变。例
如，当问题含额外的不等式约束时，约束的 Jacobian矩阵将变得更复杂。又如，若
直接将初态 𝑧代入优化问题，而不将其视为优化变量，则可消去等式约束 𝑥𝑡1 = 𝑧，
从而𝐻𝑡1、𝐺的形式都将被改写（相当于在𝐾 中删去第一行和第一列）。然而，这
些改动通常不影响 KKT矩阵的整体性质，下面的讨论在稍加改动后仍然适用。

KKT矩阵的微扰分析 在 B.1.1节末提出的分析思路中，我们假定系统的动
力学方程没有预测误差，从而 KKT矩阵（Hessian矩阵）总是准确的。然而，为
了研究动力学方程的预测误差对控制器的影响，也有必要刻画 KKT矩阵的微扰
响应。本节将给出其中一种基本情形，即线性二次型调节器系统中 KKT矩阵的
微扰响应上界。为了方便应用引理 B.1，这里直接分析基变换后的矩阵 𝛶，即

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑄𝑡1 𝐼 −𝐴⊤
0

𝑅𝑡1 −𝐵⊤
0

𝐼
𝑄𝑡1+1 𝐼 −𝐴⊤

1
𝑅𝑡1+1 −𝐵⊤

1
−𝐴0 −𝐵0 𝐼

𝐼
⋱ ⋱

−𝐴1 −𝐵1 𝐼
𝑄𝑡2 𝐼

⋱
𝐼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。

引理 B.4．若𝐻 中每一个子块（即𝑄𝑡和𝑅𝑡）的特征值都包含于区间 [𝜇, ℓ]，𝐺满
足 𝜎min(𝐺) ⩾ 𝜎，而矩阵𝐴、𝐵、𝑄、𝑅关于参数 𝜉分别是𝐿𝐴、𝐿𝐵、𝐿𝑄、𝐿𝑅-Lipschitz
连续的，则矩阵 𝛶 𝑡2

𝑡1
的逆满足

‖(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1
)𝑖,𝑗‖ ⩽ 𝐶𝐾𝜆|𝑖−𝑗|

𝐾 ， ∀𝑖, 𝑗 ∈ [𝑡, 𝑇 ]， ∀𝜉𝑡∶𝑇 ∈ 𝛯𝑡∶𝑇。 （B.4）

进而，对于不同的不确定性参数 𝜉𝑡1∶𝑡2 , 𝜉′
𝑡1∶𝑡2

∈ 𝛯𝑡1∶𝑡2，KKT矩阵的逆 (𝛶 𝑇
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 ))

−1

和 (�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘))

−1
满足微扰响应上界

‖(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1 − 𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

)−1
)𝑖,𝑗‖ ⩽ 𝐶′

𝐾

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝜏−𝑖|+|𝜏−𝑗|
𝐾 ⋅ ‖𝜉𝜏 − 𝜉′

𝜏‖， （B.5）
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其中常数 𝐶𝐾、𝐶′
𝐾、𝜆𝐾 由下式给出

𝜆𝐾 =
(

𝜎𝐾 − 𝜎𝐾
𝜎𝐾 + 𝜎𝐾 )

1
2

， 𝐶𝐾 = 4(ℓ + 1 + 𝑎 + 𝑏)
𝜎2

𝐾 ⋅ 𝜆𝐾
，

𝐶′
𝐾 = 𝐶2

𝐾 (max{𝐿𝑄 + 𝐿𝑅, 𝐿𝑃 } + 2
𝜆𝐾

(𝐿𝐴 + 𝐿𝐵))，

𝜎𝐾 = min{𝜇, 1} ⋅ (𝑎 + 𝑏 + 1) ⋅ √
ℓ

2𝜇ℓ + 𝜇𝜎2，

𝜎𝐾 = √2(ℓ + 𝑎 + 𝑏 + 1)。

证明． 由引理 B.3，𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)2是正定的 4-带状分块矩阵，其奇异值谱有上下界

𝜎2
𝐾𝐼 ⪯ 𝛶 𝑇

𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 )2 ⪯ 𝜎2
𝐾𝐼。

因此，应用引理 B.1，即得到

((𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)2
)

−1

)𝑖,𝑗
⩽ 2

𝜎2
𝐾

⋅ 𝜆|𝑖−𝑗|
𝐾 。 （B.6）

再利用 𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1 = 𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2) ⋅ (𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)2
)

−1
，我们还可进而得到

(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1
)𝑖,𝑗

= (𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2) ⋅ (𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)2
)

−1

)𝑖,𝑗

=
𝑡2

∑
𝑘=𝑡1

𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)𝑖,𝑘 ⋅ ((𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)2
)

−1

)𝑘,𝑗

=
𝑖+1

∑
𝑘=𝑖−1

𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)𝑖,𝑘 ⋅ ((𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)2
)

−1

)𝑘,𝑗
。 （B.7）

将（B.7）代入（B.6），即得

‖(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1
)𝑖,𝑗‖ ⩽ 4(ℓ + 1 + 𝑎 + 𝑏)

𝜎2
𝐾 ⋅ 𝜆𝐾

⋅ 𝜆|𝑖−𝑗|
𝐾 ， ∀𝑖, 𝑗 ∈ [𝑡1, 𝑡2]。 （B.8）

进而，注意到 KKT矩阵的逆矩阵对不确定性参数的扰动响应可表示为

𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1 − 𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

)−1 = −(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

))−1
(𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉𝑡1∶𝑡2) − 𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉′

𝑡1∶𝑡2
)) 𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1。

（B.9）

由于（B.9）的右边关于不同子块的扰动是线性可加的，因此我们可以分别研究对
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不同子块的扰动，再将其相加。具体而言，对子块的扰动可分为以下三类：

𝛱𝜏 ∶= (𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

))−1
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
⋱

0
𝐸𝜏

0
⋱

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2))−1， ∀𝜏 ∈ [𝑡1, 𝑡2]，

𝛱L
𝜏 ∶= (𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉′

𝑡1∶𝑡2
))−1

⎡
⎢
⎢
⎣

0
⋱

0
𝐸′

𝜏 0
⋱

0

⎤
⎥
⎥
⎦

(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2))−1， ∀𝜏 ∈ [𝑡1, 𝑡2 − 1]，

𝛱U
𝜏 ∶= (𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉′

𝑡1∶𝑡2
))−1

⎡
⎢
⎢
⎣

0
⋱

0 (𝐸′
𝜏 )⊤

0
⋱

0

⎤
⎥
⎥
⎦

(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2))−1， ∀𝜏 ∈ [𝑡1, 𝑡2 − 1]，

其中

𝐸𝜏 ∶= (𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2) − 𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

))𝜏𝜏
， ∀𝜏 ∈ [𝑡1, 𝑡2]，

𝐸′
𝜏 ∶= (𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉𝑡1∶𝑡2) − 𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉′

𝑡1∶𝑡2
))(𝜏+1)𝜏

， ∀𝜏 ∈ [𝑡1, 𝑡2 − 1]。

注意到三类扰动响应分别满足

‖(𝛱𝜏)𝑖,𝑗‖ ⩽ ‖((𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

))−1
)𝑖,𝜏‖ ⋅ ‖𝐸𝜏‖ ⋅ ‖(𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1

)𝜏,𝑗‖

⩽ 𝐶2
𝐾 ⋅ 𝜆|𝜏−𝑖|+|𝜏−𝑗|

𝐾 ⋅ ‖𝐸𝜏‖， （B.10a）

‖(𝛱L
𝜏 )𝑖,𝑗‖ ⩽ ‖((𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉′

𝑡1∶𝑡2
))−1

)𝑖,𝜏‖ ⋅ ‖𝐸′
𝜏‖ ⋅ ‖(𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1

)𝜏+1,𝑗‖

⩽ 𝐶2
𝐾 ⋅ 𝜆|𝜏−𝑖|+|𝜏+1−𝑗|

𝐾 ⋅ ‖𝐸′
𝜏‖， （B.10b）

‖(𝛱U
𝜏 )𝑖,𝑗‖ ⩽ ‖((𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉′

𝑡1∶𝑡2
))−1

)𝑖,𝜏+1‖ ⋅ ‖𝐸′
𝜏‖ ⋅ ‖(𝛶 𝑡2

𝑡1
(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1

)𝜏,𝑗‖

⩽ 𝐶2
𝐾 ⋅ 𝜆|𝜏+1−𝑖|+|𝜏−𝑗|

𝐾 ⋅ ‖𝐸′
𝜏‖， （B.10c）

这里反复用到上界（B.8）。将这些不等式关于 𝜏 求和，即得

‖(𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2)−1 − 𝛶 𝑡2
𝑡1

(𝜉′
𝑡1∶𝑡2

)−1
)𝑖,𝑗‖

=
‖
‖
‖‖

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

(𝛱𝜏)𝑖,𝑗 +
𝑡2−1

∑𝜏=𝑡1

(𝛱L
𝜏 )𝑖,𝑗 +

𝑡2−1

∑𝜏=𝑡1

(𝛱U
𝜏 )𝑖,𝑗

‖
‖
‖‖

（B.11a）

⩽
𝑡2

∑𝜏=𝑡1
‖(𝛱𝜏)𝑖,𝑗‖ +

𝑡2−1

∑𝜏=𝑡1
‖(𝛱L

𝜏 )𝑖,𝑗‖ +
𝑡2−1

∑𝜏=𝑡1
‖(𝛱U

𝜏 )𝑖,𝑗‖ （B.11b）

⩽ 𝐶2
𝐾

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝜏−𝑖|+|𝜏−𝑗|
𝐾 ⋅ ‖𝐸𝜏‖ + 2

𝜆𝐾

𝑡2−1

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝜏−𝑖|+|𝜏−𝑗|
𝐾 ⋅ ‖𝐸′

𝜏‖
⎞
⎟
⎟
⎠

（B.11c）
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⩽ 𝐶2
𝐾 (max{𝐿𝑄 + 𝐿𝑅, 𝐿𝑃 } + 2

𝜆𝐾
(𝐿𝐴 + 𝐿𝐵))

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝜏−𝑖|+|𝜏−𝑗|
𝐾 ⋅ ‖𝜉𝜏 − 𝜉′

𝜏‖。

（B.11d）

其中，（B.11a）用到（B.9），（B.11b）用到三角不等式，（B.11c）用到（B.10），（B.11d）
用到系统参量关于参数 𝜉的 Lipschitz连续性。这就完成了证明。 ∎

B.1.4 常用的技术性引理

本节给出微扰响应分析中一些常用的技术性引理。下面的引理给出分块矩阵

的范数与其子块范数间的联系。

引理 B.5． 设矩阵 𝐴 是 𝜔1 × 𝜔2 分块矩阵，其中第 𝑖 行第 𝑗 列的子块记为 𝐴𝑖,𝑗

（1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝜔1，1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝜔2）。则 𝐴的 2-范数有上界

‖𝐴‖ ⩽
⎛
⎜
⎜
⎝

𝜔1

∑
𝑖=1

𝜔2

∑
𝑗=1

‖𝐴𝑖,𝑗‖
2⎞
⎟
⎟
⎠

1
2

。

证明． 任取单位向量 𝑥，并将其分块为与 𝐴列适配的形式 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝜔2)，则

‖𝐴𝑥‖2 =
𝜔1

∑
𝑖=1

‖
‖
‖‖

𝜔2

∑
𝑗=1

𝐴𝑖,𝑗𝑥𝑗
‖
‖
‖‖

2

⩽
𝜔1

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜔2

∑
𝑗=1

‖𝐴𝑖,𝑗‖ ⋅ ‖𝑥𝑗‖
⎞
⎟
⎟
⎠

2

⩽
𝜔1

∑
𝑖=1

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜔2

∑
𝑗=1

‖𝐴𝑖,𝑗‖
2⎞
⎟
⎟
⎠

⎛
⎜
⎜
⎝

𝜔2

∑
𝑗=1

‖𝑥𝑗‖
2⎞
⎟
⎟
⎠

=
𝜔1

∑
𝑖=1

𝜔2

∑
𝑗=1

‖𝐴𝑖,𝑗‖
2
，

其中第二个不等号用到了 Cauchy-Schwarz不等式。 ∎
在求解优化问题时，可以先固定一部分优化变量 𝑥，而首先优化其他优化变

量 𝑦，从而消去问题中的变量 𝑦，得到规模缩小的新问题。下面的引理表明：部分
问题中 𝑦的最优解 𝑦∗与新问题的目标函数 𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥))都将保持一定的光滑性。
引理 B.6． 设目标函数 𝑓(𝑥, 𝑦)连续可微，关于优化变量 (𝑥, 𝑦)具有凸性和 ℓ-光滑
性，且关于 𝑦具有 𝜇-强凸性。令 𝑦∗(𝑥) ∶= argmin𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)，𝑔(𝑥) ∶= min𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)，
则函数 𝑦∗具有 ℓ

𝜇 -Lipschitz连续性，而函数 𝑔具有 (ℓ + ℓ2

𝜇 )-光滑性。
证明． 我们指出：由于 𝑓(𝑥, 𝑦)关于 𝑦具有 𝜇-强凸性，函数 𝑦∗(𝑥) = argmin𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦)
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是良定义的（即最优解 𝑦∗(𝑥)唯一）。由最优性条件，对任意 𝑥、𝑥′，都有

∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) = 0， ∇𝑦𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′)) = 0，

进而可得

0 = ⟨𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′), ∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ∇𝑦𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′))⟩

= ⟨𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′), ∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥′))⟩

+ ⟨𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′), ∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥′)) − ∇𝑦𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′))⟩

⩾ 𝜇 ‖𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′)‖
2 − ‖𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′)‖ ⋅ ‖∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥′)) − ∇𝑦𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′))‖，

这里用到 Cauchy-Schwartz及 𝜇-强凸函数的性质

⟨𝑎 − 𝑏, ∇𝑦∗(𝑎) − ∇𝑦∗(𝑏)⟩ ⩾ 𝜇 ‖𝑎 − 𝑏‖2， ∀𝑎, 𝑏。

进而，𝑓 的 ℓ-光滑性给出

‖𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′)‖ ⩽ 1
𝜇 ‖∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥′)) − ∇𝑦𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′))‖ ⩽ ℓ

𝜇 ‖𝑥 − 𝑥′‖，

这表明函数 𝑦∗是 ℓ
𝜇 -Lipschitz连续的。同时，注意到 𝑔的梯度满足

∇𝑔(𝑥) = ∇𝑥𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) + ∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥))∂𝑦∗(𝑥)
∂𝑥 = ∇𝑥𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥))，

这里用到最优性条件 ∇𝑦𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) = 0。因此有

‖∇𝑔(𝑥) − ∇𝑔(𝑥′)‖ ⩽ ‖∇𝑥𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ∇𝑥𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′))‖
⩽ ‖∇𝑥𝑓(𝑥, 𝑦∗(𝑥)) − ∇𝑥𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥))‖

+ ‖∇𝑥𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥)) − ∇𝑥𝑓(𝑥′, 𝑦∗(𝑥′))‖
⩽ ℓ ‖𝑥 − 𝑥′‖ + ℓ ‖𝑦∗(𝑥) − 𝑦∗(𝑥′)‖

⩽ (ℓ + ℓ2

𝜇 ) ‖𝑥 − 𝑥′‖。

这就完成了证明。 ∎
下面的引理刻画了同时具有凸性和 ℓ-光滑性的函数，它将两点处的函数值与

它们之间距离的平方相联系，并帮助我们引入待定参数 𝜂。
引理 B.7． 若函数 𝜙 ∶ ℝ𝑛 → ℝ是非负二阶连续可导函数，且具有凸性和 ℓ-光滑
性，则对任意 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛及任意 𝜂 > 0，都有

𝜙(𝑥) ⩽ (1 + 𝜂)𝜙(𝑦) + ℓ
2 (1 + 1

𝜂 ) ‖𝑥 − 𝑦‖2。 （B.12）
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证明． 事实上，利用凸性和 ℓ-光滑性，不难发现

𝜙(𝑥) − 𝜙(𝑦) ⩽ ⟨∇𝜙(𝑦), 𝑥 − 𝑦⟩ + ℓ
2 ‖𝑥 − 𝑦‖2

⩽ 𝜂
2ℓ ‖∇𝜙(𝑦)‖2 + ℓ

2𝜂 ‖𝑥 − 𝑦‖2 + ℓ
2 ‖𝑥 − 𝑦‖2 （B.13）

⩽ 𝜂𝜙(𝑦) + ℓ
2 (1 + 1

𝜂 ) ‖𝑥 − 𝑦‖2。 （B.14）

其中，（B.13）用到广义均值不等式，而（B.14）可由下面的方法推出

0 ⩽ 𝑔 (𝑦 − 1
ℓ∇𝜙(𝑦))

⩽ 𝜙(𝑦) − ⟨∇𝜙(𝑦), 1
ℓ∇𝜙(𝑦)⟩ + ℓ

2 ‖
∇𝜙(𝑦)

ℓ ‖
2

= 𝜙(𝑦) − 1
2ℓ ‖∇𝜙(𝑦)‖2。

这就完成了证明。 ∎

B.2 4.1节的证明

本节中，我们首先总结附录 B.1.2中提出的思路，并给出其证明。首先证明：
具备一定光滑性条件的光滑在线凸优化问题具有指数衰减的微扰响应上界。

定理 B.8． 对于给定的 (�̂�0, �̂�, �̂�𝑝)，考虑光滑在线凸优化问题

�̂�(�̂�0, �̂�, �̂�𝑝) ∶= argmin
�̂�1∶𝑝−1

𝑝−1

∑
𝜏=1

̂𝑓𝜏(�̂�𝜏) +
𝑝

∑
𝜏=1

̂𝑐𝜏(�̂�𝜏 , �̂�𝜏−1, �̂�𝜏−1)， （B.15）

其中状态代价 ̂𝑓𝜏 ∶ ℝ𝑛 → ℝ具有 𝜇-强凸性，转移代价 ̂𝑐𝜏 ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 × ℝ𝑟 → ℝ具有
凸性和 ℓ-光滑性，且所有代价都是二阶连续可微的。则对一切 1 ⩽ ℎ ⩽ 𝑝 − 1都有

‖�̂�(�̂�0, �̂�, �̂�𝑝)ℎ − �̂�(�̂�′
0, �̂�′, �̂�′

𝑝)ℎ‖ ⩽

𝐶0
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ−1

0 ‖�̂�0 − �̂�′
0‖ +

𝑝−1

∑
𝜏=0

𝜆|ℎ−𝜏|−1
0 ‖�̂�𝜏 − �̂�′

𝜏‖ + 𝜆𝑝−ℎ−1
0 ‖�̂�𝑝 − �̂�′

𝑝‖
⎞
⎟
⎟
⎠
，

其中常数 𝐶0 = 2ℓ/𝜇，衰减因子 𝜆0 = 1 − 2 ⋅ (√1 + (2ℓ/𝜇) + 1)
−1
。

证明． 考虑系统参量 ̂𝜁 ∶= (�̂�0, �̂�0∶𝑝−1, �̂�𝑝)的小扰动 ̂𝜁 ′ = ̂𝜁 + 𝜃𝑒，其中单位向量
𝑒 = [𝑒⊤

0 , 𝛿⊤, 𝑒⊤
𝑝 ]⊤ 刻画了微扰的方向（𝑒0 ∈ ℝ𝑛 是对初态 �̂�0 的微扰 �̂�′

0 = �̂�0 + 𝜃𝑒0，

𝑒𝑝 ∈ ℝ𝑛 是对末态 �̂�𝑝 的微扰 �̂�′
𝑝 = �̂�𝑝 + 𝜃𝑒𝑝，而 𝛿 = [𝛿0, ⋯ , 𝛿𝑝−1] 是对噪声序列

�̂�0∶𝑝−1的微扰 �̂�′
0∶𝑝−1 = �̂�0∶𝑝−1 + 𝜃𝛿），而 𝜃 ∈ ℝ刻画了微扰的强度。将优化问题
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的目标函数简记为

̂𝑓 (�̂�1∶𝑝−1; ̂𝜁 ) =
𝑝−1

∑
𝜏=1

̂𝑓𝜏(�̂�𝜏) +
𝑝

∑
𝜏=1

̂𝑐𝜏(�̂�𝜏 , �̂�𝜏−1, �̂�𝜏−1)。

显然， ̂𝑓 关于优化变量 �̂�1∶𝑝−1是 𝜇-强凸的。为更直观地理解强凸性，可以将目标
函数 ̂𝑓 作分解 ̂𝑓 = ̂𝑓a + ̂𝑓b，其中

̂𝑓a(�̂�1∶𝑝−1, ̂𝜁 ) =
𝑝−1

∑
𝜏=1

𝜇
2 ‖�̂�𝜏‖

2 +
𝑝

∑
𝜏=1

̂𝑐𝜏(�̂�𝜏 , �̂�𝜏−1, �̂�𝜏−1)，

̂𝑓b(�̂�1∶𝑝−1, ̂𝜁 ) =
𝑝−1

∑
𝜏=1

( ̂𝑓𝜏(�̂�𝜏) − 𝜇
2 ‖�̂�𝜏‖

2
)，

则 ̂𝑓a的 Hessian矩阵𝐻a特征值谱有界，而 ̂𝑓b的 Hessian矩阵𝐻b半正定。

由于 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)是凸函数 ̂𝑓 (⋅, ̂𝜁 + 𝜃𝑒)的极小值点，由极值点的一阶条件，

∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒) = 0。

将上式对 𝜃求导得

∇2
�̂�1∶𝑝−1

̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒) d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)

= − ∇�̂�0∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)𝑒0

− ∇�̂�𝑝∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)𝑒𝑝

−
𝑝−1

∑
𝜏=0

∇𝑤𝜏 ∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)𝜇𝜏。

为使记号简明，定义 (𝑝 − 1) × (𝑝 − 1)分块矩阵

𝐻 ∶= ∇2
�̂�1∶𝑝−1

̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)，

以及 (𝑝 − 1) × 1分块矩阵

𝑅(0) ∶= −∇�̂�0∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)，

𝑅(𝑝) ∶= −∇�̂�𝑝∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)，

𝐾 (𝜏) ∶= −∇𝑤𝜏 ∇�̂�1∶𝑝−1
̂𝑓 (�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)， ∀0 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑝 − 1。

其中，𝐻、𝑅(0)、𝑅(𝑝)的子块大小为 𝑛×𝑛，而𝐾 (𝜏)的子块大小为 𝑛×𝑟。由于 Lagrangian
量具有局部耦合性质，𝑅(0)、𝐾 (0)中只有第一个子块可能是非零的，𝑅(𝑝)、𝐾 (𝑝−1)

中只有最后一个子块可能是非零的，而 𝐾 (𝜏) 中只有第 𝜏 和 (𝜏 + 1)个子块可能是
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非零的，因此有

d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒) = 𝐻−1

⎛
⎜
⎜
⎝
𝑅(0)𝑒0 + 𝑅(𝑝)𝑒𝑝 +

𝑝−1

∑
𝜏=0

𝐾 (𝜏)𝜇𝜏
⎞
⎟
⎟
⎠
。

特别地， d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)的第 ℎ分量可展开为

d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)ℎ = (𝐻−1)ℎ,1𝑅(0)

1,1𝑒0 + (𝐻−1)ℎ,𝑝−1𝑅(𝑝)
𝑝−1,1𝑒𝑝

+ (𝐻−1)ℎ,1𝐾 (0)
1,1𝜇0 + (𝐻−1)ℎ,𝑝−1𝐾 (𝑝−1)

𝑝−1,1𝜇𝑝−1

+
𝑝−2

∑
𝜏=1

(𝐻−1)ℎ,𝜏∶𝜏+1𝐾 (𝜏)
𝜏∶𝜏+1,1𝜇𝜏。

由于转移代价 𝑐𝜏 都具有 ℓ-光滑性，矩阵 𝑅(0)
1,1、𝑅(𝑝)

𝑝−1,1、𝐾 (0)
1,1、𝐾 (𝑝−1)

𝑝−1,1、以及𝐾 (𝜏)
𝜏∶𝜏+1,1

（1 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑝 − 2）的范数都有上界 ℓ。因此，在上式两边取范数，即得

‖
d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)ℎ‖ ⩽ ℓ ‖(𝐻−1)ℎ,1‖ ‖𝑒0‖ + ℓ ‖(𝐻−1)ℎ,𝑝−1‖ ‖𝑒𝑝‖

+ ℓ ‖(𝐻−1)ℎ,1‖ ‖𝜇0‖ + ℓ ‖(𝐻−1)ℎ,𝑝−1‖ ‖𝛿𝑝−1‖

+
𝑝−2

∑
𝜏=1

ℓ ‖(𝐻−1)ℎ,𝜏∶𝜏+1‖ ‖𝛿𝜏‖。 （B.16）

将 Hessian矩阵𝐻 参照目标函数 ̂𝑓 拆分为𝐻 = 𝐻a + 𝐻b，其中

𝐻a ∶= ∇2
1∶𝑝−1

̂𝑓a(�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)，

𝐻b ∶= ∇2
1∶𝑝−1

̂𝑓b(�̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒), ̂𝜁 + 𝜃𝑒)。

注意到：𝐻a是三对角分块矩阵，且满足 (𝜇 + 2ℓ)𝐼 ⪰ 𝐻a ⪰ 𝜇𝐼；𝐻b是对角分块矩

阵，且满足𝐻b ⪰ 0。因此，由推论 B.2可得

‖(𝐻−1)ℎ,1‖ ⩽ 2
𝜇 𝜆ℎ−1

0 ， ‖(𝐻−1)ℎ,𝑝−1‖ ⩽ 2
𝜇 𝜆𝑝−ℎ−1

0 ， ‖(𝐻−1)ℎ,𝜏∶𝜏+1‖ ⩽ 2
𝜇 𝜆|ℎ−𝜏|−1

0 ，

其中衰减因子 𝜆0由下式确定

𝜆0 ∶= √cond(𝐻a) − 1
√cond(𝐻a) + 1

= 1 − 2 ⋅ (√1 + (2ℓ/𝜇) + 1)
−1
。

代入（B.16），即得

‖
d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)ℎ‖ ⩽ 𝐶0

⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ−1

0 ‖𝑒0‖ +
𝑝−1

∑
𝜏=0

𝜆|ℎ−𝜏|−1
0 ‖𝛿𝜏‖ + 𝜆𝑝−ℎ−1

0 ‖𝑒𝑝‖
⎞
⎟
⎟
⎠
，
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其中 𝐶0 = 2ℓ/𝜇。最后，将上式沿 ̂𝜁 和 ̂𝜁 ′的连线积分，得到

‖�̂�( ̂𝜁 )ℎ − �̂�( ̂𝜁 + 𝑒)ℎ‖ = ‖∫
1

0

d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)ℎ𝑑𝜃‖

⩽ ∫
1

0 ‖
d
d𝜃 �̂�( ̂𝜁 + 𝜃𝑒)ℎ‖ 𝑑𝜃

⩽ 𝐶0
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ−1

0 ‖𝑒0‖ +
𝑝−1

∑
𝜏=0

𝜆|ℎ−𝜏|−1
0 ‖𝛿𝜏‖ + 𝜆𝑝−ℎ−1

0 ‖𝑒𝑝‖
⎞
⎟
⎟
⎠
。

这就完成了证明。 ∎
下面，我们希望像之前所讨论的那样，通过切分轨迹至长为 𝑝 ⩾ 𝑑的小段（𝑑

为系统的可控性指数）、并将分点（决策点）的演化视为一个全驱动系统，将最优

控制问题规约至光滑在线凸优化问题（其时长至多为原始问题的 1/𝑑 倍）。为此，
还需考察规约后状态代价和转移代价是否具有良好的光滑性和凸性。显然，各决

策点处的状态代价保持不变，而转移代价 𝜗𝑝
𝑡 (𝑥𝑡, 𝑤𝑡∶𝑡+𝑝−1, 𝜁𝑡+𝑝)定义为

𝜗𝑝
𝑡 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝) ∶= 𝜄𝑝𝑡 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝; 𝕀) − 𝑓𝑡+𝑝(𝜁𝑡+𝑝)， （B.17）

需要证明其光滑性。此外，将 SOCO问题的解还原至最优控制问题的解时，需要
通过 𝜓 𝑡+𝑝

𝑡 反解决策点间的受控轨迹，从而还需保证解是 Lipschitz连续的。总而
言之，可以将规约所需的全部性质总结为以下引理。

引理 B.9． 在假设 4.1下，对任意正整数 𝑝 ⩾ 𝑑，都有
① 𝜓 𝑡+𝑝

𝑡 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝; 𝕀)关于 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝)具有 𝐿1(𝑝)-Lipschitz连续性；
② 𝜗𝑝

𝑡 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝)关于 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝)具有凸性和 𝐿2(𝑝)-Lipschitz光滑性。
这里常数 𝐿1(𝑝) = 𝐶(𝑝) (1 + ℓ ⋅ 𝐶(𝑝)/𝜇)，𝐿2(𝑝) = ℓ ⋅ 𝐶(𝑝)2 + ℓ2 ⋅ 𝐶(𝑝)4/𝜇。
证明． 参见 [48]中引理 3.2的证明。 ∎

现在，我们已经做好准备，可以得到系统的微扰响应上界了。

定理 B.10． 在假设 4.1下，对任意正整数 𝑝 ⩾ 𝑑和任意终端代价函数 𝐹（允许是
光滑函数或指示函数 𝕀），对任意时刻 𝑡及参数 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝)、(𝑧′, 𝑤′, 𝜁 ′

𝑡+𝑝)，都有

‖𝜓 𝑡+𝑝
𝑡 (𝑧, 𝑤𝑡∶𝑡+𝑝−1, 𝜁𝑡+𝑝; 𝐹 )𝑦ℎ − 𝜓 𝑡+𝑝

𝑡 (𝑧′, 𝑤′
𝑡∶𝑡+𝑝−1, 𝜁 ′

𝑡+𝑝; 𝐹 )𝑦ℎ‖

⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ ‖𝑧 − 𝑧′‖ +

𝑡+𝑝−1

∑𝜏=𝑡
𝜆|ℎ−𝜏| ‖𝑤𝜏 − 𝑤′

𝜏‖ + 𝜆𝑝−ℎ ‖𝜁𝑡+𝑝 − 𝜁 ′
𝑡+𝑝‖

⎞
⎟
⎟
⎠
。

其中，常数 𝐿0 = max𝑑⩽𝑝⩽2𝑑−1 𝐿2(𝑝)，衰减因子及常系数分别为

𝜆 = (1 − 2 (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)
−1

)

1
2𝑑−1
，
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𝐶 = 2𝐿0
𝜇 ⋅ (1 − 2 (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)

−1

)
−1
。

证明． 设 ℎ、𝑝满足 𝑢𝑑 ⩽ ℎ < (𝑢 + 1)𝑑，𝑝 = 𝑣𝑑 + 𝑟，其中 𝑢, 𝑣, 𝑟 ∈ ℕ，0 ⩽ 𝑟 < 𝑑。
为应用上文讨论的规约方法，选取决策点为

𝑦𝑡, 𝑦𝑡+𝑑 , ⋯ , 𝑦𝑡+(𝑢−1)𝑑 , 𝑦𝑡+ℎ, 𝑦𝑡+(𝑢+2)𝑑 , ⋯ , 𝑦𝑡+(𝑣−1)𝑑 , 𝑦𝑡+𝑝，

并将其记为 𝑦𝑖0 , ⋯ , 𝑦𝑖𝑣−1。在规约后的问题中，第 (𝜏 − 1)时刻的系统噪声定义为
�̂�𝜏−1 = 𝑤𝑖𝜏−1∶𝑖𝜏−1 ∈ ℝ𝑛×(𝑖𝜏−𝑖𝜏−1)。由于相邻决策点的间隔总在 [𝑑, 2𝑑) 之间，可
以应用引理 B.9，证明规约后的各转移代价 𝜗𝑖𝜏−𝑖𝜏−1

𝑡 (�̂�𝑖𝜏−1 , �̂�𝜏−1, �̂�𝑖𝜏 )都具有凸性和
𝐿2(𝑖𝜏 − 𝑖𝜏−1)-光滑性，从而也是 𝐿0光滑的。因此，由定理 B.8得

‖𝜓 𝑡+𝑝
𝑡 (𝑧, 𝑤, 𝜁𝑡+𝑝; 𝐹 )𝑦ℎ − 𝜓 𝑡+𝑝

𝑡 (𝑧′, 𝑤′, 𝜁 ′
𝑡+𝑝; 𝐹 )𝑦ℎ‖

= ‖�̂�(𝑧, �̂�, 𝜁𝑡+𝑝)𝑢 − �̂�(𝑧′, �̂�′, 𝜁 ′
𝑡+𝑝)𝑢‖

⩽ 𝐶0
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑢−1

0 ‖𝑧 − 𝑧′‖2 +
𝑣−2

∑
𝜏=0

𝜆|𝑢−𝜏|−1
0 ‖�̂�𝜏 − �̂�′

𝜏‖2 + 𝜆(𝑣−1)−𝑢−1
0 ‖𝜁𝑡+𝑝 − 𝜁 ′

𝑡+𝑝‖2

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝐶0
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑢−1

0 ‖𝑧 − 𝑧′‖2 +
𝑣−2

∑
𝜏=0

𝜆|𝑢−𝜏|−1
0

𝑖𝜏+1−1

∑
𝑗=𝑖𝜏

‖𝑤𝑗 − 𝑤′
𝑗‖2 + 𝜆(𝑣−1)−𝑢−1

0 ‖𝜁𝑡+𝑝 − 𝜁 ′
𝑡+𝑝‖2

⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ 𝐶0
𝜆0

⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑖𝑢−𝑖0 ‖𝑧 − 𝑧′‖2 +

𝑣−2

∑
𝜏=0

𝑖𝜏+1−1

∑
𝑗=𝑖𝜏

𝜆|𝑗−𝑖𝑢|‖𝑤𝑗 − 𝑤′
𝑗‖2 + 𝜆𝑖𝑣−1−𝑖𝑢 ‖𝜁𝑡+𝑝 − 𝜁 ′

𝑡+𝑝‖2

⎞
⎟
⎟
⎠

= 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ ‖𝑧 − 𝑧′‖ +

𝑡+𝑝−1

∑𝜏=𝑡
𝜆|ℎ−𝜏| ‖𝑤𝜏 − 𝑤′

𝜏‖ + 𝜆𝑝−ℎ ‖𝜁𝑡+𝑝 − 𝜁 ′
𝑡+𝑝‖

⎞
⎟
⎟
⎠
。

这里的常系数和衰减因子由下式给出

𝐶0 = 2𝐿0
𝜇 ， 𝜆0 = 1 − 2 ⋅ (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)

−1
，

𝐶 = 𝐶0
𝜆0

= 2𝐿0
𝜇 (1 − 2 ⋅ (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)

−1

)
−1
，

𝜆 = (1 − 2 (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)
−1

)

1
2𝑑−1
。

这就完成了证明。 ∎
最后，我们检查应用定理 3.3 所需的全部条件：系统的微扰响应性质（性

质 3.2）对 𝑅 = ∞成立，性质 3.1中的后两条性质已经由假设保证。因此，只需
要证明 OPT的稳定性，而这只需要用到微扰响应上界和系统的一条特殊轨迹。
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引理 B.11． 在假设 4.1下，任意控制轨迹上的第 ℎ个状态满足

‖𝜓 𝑡+𝑝
𝑡 (𝑥, 𝑤; 𝐹 )𝑦ℎ‖ ⩽ 𝐶𝜆ℎ ‖𝑥‖ + 2𝐶

1 − 𝜆 sup
𝜏

‖𝑤𝜏‖，

从而，由 𝜓𝑇
0 (𝑥init, 𝑤; 𝐹 )给出的最优控制轨迹 OPT是 Lyapunov稳定的。

证明． 为证明此引理，仅需注意到 𝜓 𝑡+𝑝
𝑡 (0, 0; 𝐹 )𝑦ℎ = 0，故由定理 B.10可知

‖𝜓 𝑡+𝑝
𝑡 (𝑥, 𝑤; 𝐹 )𝑦ℎ‖ = ‖𝜓 𝑡+𝑝

𝑡 (𝑥, 𝑤; 𝐹 )𝑦ℎ − 𝜓 𝑡+𝑝
𝑡 (0, 0; 𝐹 )𝑦ℎ‖

⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆ℎ

1 ‖𝑥‖ +
𝑝−1

∑
𝜏=0

𝜆|ℎ−𝜏|
1 ‖𝑤𝜏‖

⎞
⎟
⎟
⎠

⩽ 𝐶𝜆ℎ
1 ‖𝑥‖ + 2𝐶

1 − 𝜆1
sup

𝜏
‖𝑤𝜏‖，

其中最后一个不等式用到∑𝑝−1
𝜏=0 𝜆|ℎ−𝜏|

1 ⩽ 2
1−𝜆1
。这就完成了证明。 ∎

最后，我们只需要应用定理 3.3，就能得到所需的动态超额代价上界。
定理 4.1的证明． 容易验证：假设 4.1和引理 B.11保证性质 3.1成立；定理 B.10
则保证性质 3.2对任意半径 𝑅及函数 𝑞1(𝑡) = 0、𝑞2(𝑡) = 𝑞3(𝑡) = 𝐻1𝜆𝑡

1成立，其中

𝐻1 = 2𝐿0
𝜇 ⋅ (1 − 2 (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)

−1

)
−1
，

𝜆1 = (1 − 2 (√1 + 2𝐿0/𝜇 + 1)
−1

)

1
2𝑑−1
。

现在，仅需要取半径𝑅为恰当的值。例如，取𝑅 ∶= max{𝐷𝑥∗ , 𝐿𝑔𝐻3
1

(1−𝜆1)3 }，则MPC𝑘

求解的每一个有限时间最优控制问题中，终端状态 0都将在邻域 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)中，

并且定理 3.3所需的条件在

𝑘 ⩾ ln
(

𝐻3
1 𝐿𝑔

(1 − 𝜆1)2 ) / ln(1/𝜆1)

时成立（注意到 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 1）。因此，直接应用定理 3.3即完成了证明。 ∎

B.3 4.2节的证明

本节中，我们采用附录 B.1.3提出的分析思路，即把有限时间最优控制问题
𝜓 𝑡2

𝑡1
视为优化变量为 𝑥𝑡1∶𝑡2 和 𝑢𝑡1∶𝑡2−1、约束条件为动力学方程的凸优化问题，并

利用与上一节类似的方式利用 KKT条件进行微扰响应分析。
出于技术上的考虑，本节的优化问题与附录 B.1.3略有不同：这里直接代入

了初态 𝑧，而没有包含等式约束 𝑦𝑡1 = 𝑧，因此需要从 KKT矩阵中移除第一行和
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第一列。具体而言，我们将优化变量（有序地）记为 𝛼 = (𝛼𝑡1 , 𝛼𝑡1+1, ⋯ , 𝛼𝑡2)，其中

𝛼𝑡 =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

𝑢𝑡1 𝑡 = 𝑡1

(𝑥𝑡, 𝑢𝑡) 𝑡1 < 𝑡 < 𝑡2

𝑥𝑡2 𝑡 = 𝑡2

，

优化问题的目标函数简记为

𝑓(𝛼) = 𝑓𝑡1(𝑧, 𝛼𝑡1) +
𝑡2−1

∑
𝑡=𝑡1+1

𝑓𝑡(𝛼𝑡) + 𝐹𝑡2(𝛼𝑡2)，

由动力学方程给出的等式约束可简记为 ̃𝑔 ∶= ( ̃𝑔𝑡1+1, ⋯ , ̃𝑔𝑡2) = 0，其中

̃𝑔𝑡+1(𝛼𝑡∶𝑡+1) = 𝑥𝑡+1 − 𝑔𝑡(𝑥𝑡, 𝑢𝑡)， ∀𝑡 = 𝑡1 + 1, ⋯ , 𝑡2 − 1。

此时，优化问题的 Lagrangian 量为 L(𝛼, 𝜂) = 𝑓(𝛼) + 𝜂⊤ ̃𝑔(𝛼)，其 Hessian 矩阵为
𝐻(𝛼, 𝜂) ∶= ∇2

𝛼𝛼L(𝛼, 𝜂) = diag(𝐻0, 𝐻2, ⋯ , 𝐻𝑡)，其中

𝐻𝑡1(𝛼𝑡1) = ∇2
𝑢𝑡1𝑢𝑡1

L(𝛼𝑡1) = ∇2
𝑢𝑡1𝑢𝑡1

𝑓𝑡1(𝛼𝑡1)，

𝐻𝑡(𝛼𝑡, 𝜂𝑡) =
[

∇2
𝑥𝑡𝑥𝑡L(𝛼, 𝜂) ∇2

𝑥𝑡𝑢𝑡L(𝛼, 𝜂)
∇2

𝑢𝑡𝑥𝑡L(𝛼, 𝜂) ∇2
𝑢𝑡𝑢𝑡L(𝛼, 𝜂 ]

， ∀𝑡 = 𝑡1 + 1, ⋯ , 𝑡2 − 1，

𝐻𝑡2(𝛼𝑡2) = ∇2
𝑥𝑡2𝑥𝑡2

L(𝛼𝑡2) = ∇2
𝑥𝑡2𝑥𝑡2

𝐹𝑡2(𝛼𝑡2)；

又令 𝐴𝑡 ∶= ∇⊤
𝑥𝑡𝑔𝑡(𝛼𝑡), 𝐵𝑡 ∶= ∇⊤

𝑢𝑡𝑔𝑡(𝛼𝑡)，则约束条件的 Jacobian矩阵为

𝐺(𝛼) ∶= ∇𝛼 ̃𝑔(𝛼) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝐵𝑡1 𝐼
−𝐴𝑡1+1 −𝐵𝑡1+1 𝐼

⋱ ⋱ ⋱
−𝐴𝑡2−1 −𝐵𝑡2−1 𝐼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。

当然，这一改动并不是本质的，B.1.3节的相关结果对新的 KKT矩阵仍然成立。
首先，我们给出一个技术性引理，它表明𝐻、𝐺和 𝜂∗都是有界的。

引理 B.12． 在假设 4.2下，下列性质成立：
① 存在常数 0 < 𝜎𝐺 < 𝜎𝐺，使得 𝜎𝐺𝐼 ⪯ 𝐺 ⪯ 𝜎𝐺𝐼。
② 原始-对偶最优解 (𝛼∗, 𝜂∗)有界，即 ‖𝛼∗‖ ⩽ 2ℓ

𝜇𝜎𝐺
𝐷z，‖𝜂∗‖ ⩽ 2ℓ2

𝜇𝜎2
𝐺

𝐷z。

③ 若 𝐷z ⩽ 𝜇2𝜎2
𝐺

4ℓ3 ，则存在常数 0 < 𝜎𝐻 < 𝜎𝐻，使得 𝜎𝐻𝐼 ⪯ 𝐻 ⪯ 𝜎𝐻𝐼。
证明． ①对于 𝐺的奇异值谱，其上界可以由动力学方程的 Lipschitz连续性得到
（𝜎𝐺 = 𝐿𝑔），而下界可以由 𝜎-一致可控性证明（参见 [57]的引理 12）。
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②注意到假设 4.2保证 0是各代价函数的极小值点。解的最优性给出

L(𝛼∗, 𝜂∗) ⩽ L(0, 𝜂∗)，

代入 𝑓、 ̃𝑔展开，并利用代价函数的 𝜇-强凸性，即得

𝑓(𝛼∗) = 𝑓(𝛼∗) + (𝜂∗)⊤ ̃𝑔(𝛼∗)

⩽ 𝑓(0) + (𝜂∗)⊤ ̃𝑔(0)

⩽ 𝑓(𝛼∗) − 𝜇
2 ‖𝛼∗‖

2 + (𝜂∗)⊤ ̃𝑔(0)。

因此 𝛼∗的模长有上界 𝜇
2 ‖𝛼∗‖

2 ⩽ (𝜂∗)⊤ ̃𝑔(0) ⩽ (𝜂∗)⊤𝐷z，进而可知

𝜎𝐺 ‖𝜂∗‖ ⩽ ‖(∇𝛼 ̃𝑔(𝛼∗)
⊤ 𝜂∗

‖
= ‖∇𝛼𝑓(𝛼∗)‖
= ‖∇𝛼𝑓(𝛼∗) − ∇𝛼𝑓(0)‖
⩽ ℓ ‖𝛼∗‖

⩽ ℓ√
2
𝜇 ‖𝜂∗‖ ‖ ̃𝑔(0)‖，

其中用到KKT条件∇𝛼𝑓(𝛼∗)+(∇𝛼 ̃𝑔(𝛼∗))
⊤ 𝜂∗ = 0，代价函数的极值条件∇𝛼𝑓(0) = 0

及其 ℓ-强凸性。上式移项得 ‖𝜂∗‖ ⩽ 2ℓ2

𝜇𝜎2
𝐺

𝐷z，故 ‖𝛼∗‖ ⩽ 2
𝜇 ‖𝜂∗‖ 𝐷z ⩽ 2ℓ

𝜇𝜎𝐺
𝐷z。

③这是②的直接推论。只需注意到𝐻 = ∇2
𝛼𝛼𝑓(𝛼∗) + ∇2

𝛼𝛼𝑔(𝛼∗)𝜂∗，并且在 𝐷z

充分小时有 𝐷z ⩽ 𝜇2𝜎2
𝐺

4ℓ3 ，则𝐻 的奇异值谱有上下界

𝜎min(𝐻) ⩾ 𝜇 − ‖𝜂∗‖ ℓ ⩾ 𝜇
2， 𝜎max(𝐻) ⩽ ℓ + ‖𝜂∗‖ ℓ ⩽ ℓ +

𝜇2𝜎2
𝐺

4ℓ2 。

因此，可以取 𝜎𝐻 = 𝜇
2，𝜎𝐻 = ℓ + 𝜇2𝜎2

𝐺
4ℓ2 。这就完成了证明。 ∎

由于在一定条件下，𝐺、𝐻 都是有界的，因此可以利用引理 B.3，得到 KKT
矩阵 𝐾 的逆矩阵的指数衰减性质。注意到引理 B.3是对重排后的矩阵 𝛶 证明的，
为方便后续应用，我们将其恢复为矩阵 𝐾，并约定各子块的索引为

𝐾−1 =∶

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐾−1
(𝑡1,𝑡1),1 ⋯ 𝐾−1

(𝑡1,𝑡2),1 𝐾−1
(𝑡1,𝑡1),2 ⋯ 𝐾−1

(𝑡1,𝑡2−1),2
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝐾−1
(𝑡2,𝑡1),1 ⋯ 𝐾−1

(𝑡2,𝑡2),1 𝐾−1
(𝑡2,𝑡1),2 ⋯ 𝐾−1

(𝑡2,𝑡2−1),2
(𝐾−1

(𝑡1,𝑡1),2)⊤ ⋯ (𝐾−1
(𝑡2,𝑡1),2)⊤ 𝐾−1

(𝑡1,𝑡1),3 ⋯ 𝐾−1
(0,𝑡2−1),3

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
(𝐾−1

(𝑡2,𝑡2−1),2)⊤ ⋯ (𝐾−1
(𝑡2,𝑡2−1),2)⊤ 𝐾−1

(𝑡2,𝑡1),3 ⋯ 𝐾−1
(𝑡2,𝑡2−1),3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。
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基于这一约定，可以较简洁地描述 𝐾−1的指数衰减性质，并总结为如下引理。

引理 B.13． 在假设 4.2下，有限时间最优控制问题 𝜓 𝑡2
𝑡1

(𝛼, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹𝑡2)的 KKT矩阵
𝐾 对一切 0 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑇、0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑇 − 1和 𝛽 ∈ {1, 2, 3}满足

‖𝐾−1
(𝑖,𝑗),𝛽‖ ⩽ 𝐶0𝜆|𝑖−𝑗|

0 。 （B.18）

证明． 由引理 B.12，在 𝐷z 充分小时，矩阵𝐻、𝐺的奇异值谱都是双侧有界的，
因此可直接利用引理 B.3。这就完成了证明。 ∎
现在，我们已经做好了准备，可以仿照此前定理 B.8 的证明中所做的那样，

利用 Lagrangian量的微分学性质得到最优控制问题的微扰响应上界。
定理 B.14． 在假设 4.2下，有限时间最优控制问题的解满足

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧′, 𝜉′

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖

⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑡−𝑡1 ‖𝑧 − 𝑧′‖ +

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝑡−𝜏| ‖𝜉𝑡 − 𝜉′
𝑡 ‖

⎞
⎟
⎟
⎠
， （B.19）

其中衰减因子 𝜆和常系数 𝐶 由下式确定（式中 𝐶0、𝜆0由引理 B.1确定）

𝐶 =
(
ℓ +

𝜇2𝜎2
𝐺

4ℓ2 )
𝐶0， 𝜆 = 𝜆0。

证明． 该证明的主要思路与定理 B.8的证明相仿，即考虑参量 𝜁 ∶= (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2)的
小扰动 𝜁 ′ = 𝜁 + 𝜃𝑒，这里单位向量 𝑒 = (𝑒0, 𝛿)刻画了微扰的方向（其中 𝑒0 ∈ ℝ𝑛

是对初态 𝑧的微扰 𝑧′ = 𝑧 + 𝜃𝑒0，而 𝛿 = (𝛿𝑡1 , ⋯ , 𝛿𝑡2)是对参数序列 𝜉𝑡1∶𝑡2 的微扰

𝜉′
𝑡1∶𝑡2

= 𝜉𝑡1∶𝑡2 + 𝜃𝛿），而 𝜃 ∈ ℝ刻画了微扰的强度。又设 (𝛼∗(𝜁), 𝜂∗(𝜁))是（4.2）在
给定参量 𝜁 时的原始-对偶最优解，则 KKT条件保证对任意 𝜃 ∈ ℝ，都有

∇𝛼L (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜂∗(𝜁 ′), 𝜁 ′) = 0， ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′) = 0。

将上式对 𝜃求导，得到

0 = d
d𝜃 (∇𝛼𝑓 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′) + ∇𝛼 ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

⊤ 𝜂∗(𝜁 ′))

= ∇2
𝛼𝛼𝑓 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

d𝛼∗(𝜁 ′)
d𝜃 + ∇2

𝛼𝜁 𝑓 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
d𝜁 ′

d𝜃 + ∇𝛼 ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
⊤ d𝜂∗(𝜁 ′)

d𝜃

+
𝑡2

∑
𝜏=𝑡1+1

𝜂∗
𝑖 (𝜁 ′) (∇2

𝛼𝛼 ̃𝑔𝜏 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
d𝛼∗(𝜁 ′)
d𝜃 + ∇2

𝛼𝜁 ̃𝑔𝜏 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
d𝜁 ′

d𝜃 )

= 𝐻 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜂∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
d𝛼∗(𝜁 ′)
d𝜃 + 𝐺 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

⊤ d𝜂∗(𝜁 ′)
d𝜃

+ ∇2
𝛼𝜁L (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜂∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

d𝜁 ′

d𝜃 ， （B.20）
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0 = d
d𝜃 ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′) = 𝐺 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

d𝛼∗(𝜁 ′)
d𝜃 + ∇𝜁 ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

⊤ d𝜁 ′

d𝜃 。 （B.21）

为使记号简明，定义下述四种 (𝑡2 − 𝑡1 + 1) × 1分块矩阵：

𝑅(𝑧) ∶= −∇𝑧∇𝛼𝑡1∶𝑡2
L (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)； 𝑅(𝜁𝜏 ) ∶= −∇𝜁𝜏 ∇𝛼𝑡1∶𝑡2

L (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)， ∀𝑡1 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡2；

𝑆(𝑧) ∶= −∇𝑧 ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)； 𝑆(𝜁𝜏 ) ∶= −∇𝜁𝜏 ̃𝑔 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)， ∀𝑡1 ⩽ 𝜏 ⩽ 𝑡2。

其中，𝑅(𝑧)、𝑆(𝑧) 的子块大小为 𝑛 × 𝑛，而 𝑅(𝜁𝜏 )、𝑆(𝜁𝜏 ) 的子块大小为 𝑛 × 𝑑。注意
到 Lagrangian量具有局部耦合性质，𝑅(𝑧)、𝑆(𝑧) 中只有第一个子块可能是非零的，

而 𝑅(𝜁𝜏 )、𝑆(𝜁𝜏 )中只有第 𝜏、(𝜏 + 1)个子块可能是非零的。利用上面的记号，可以
将（B.20）、（B.21）等价地改写为矩阵形式

𝐻 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜂∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
d𝛼∗(𝜁 ′)
d𝜃 + 𝐺 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)

⊤ d𝜂∗(𝜁 ′)
d𝜃 = −𝑅(𝑧)𝑒0 −

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝑅(𝜁𝜏 )𝛿𝜏，

𝐺 (𝛼∗(𝜁 ′), 𝜁 ′)
d𝛼∗(𝜁 ′)
d𝜃 = −𝑆(𝑧)𝑒0 −

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝑆(𝜁𝜏 )𝛿𝜏，

再将两式合并、移项（注意到合并后系数矩阵即为 KKT矩阵），可进一步化简得

[

d
d𝜃 𝛼∗(𝜁 + 𝜃𝑒)
d
d𝜃 𝜂∗(𝜁 + 𝜃𝑒)]

= −𝐾−1
⎛
⎜
⎜
⎝
[

𝑅(𝑧)

𝑆(𝑧)]
𝑒0 +

𝑡2

∑𝜏=𝑡1
[

𝑅(𝜁𝜏 )

𝑆(𝜁𝜏 )]
𝛿𝜏

⎞
⎟
⎟
⎠
。 （B.22）

因此， d
d𝜃 𝛼∗(𝜁 + 𝜃𝑒)的第 𝑡项由下式给出：

d
d𝜃 𝛼∗(𝜁 + 𝜃𝑒)𝑡 = − (𝐾−1

(𝑡,𝑡1),1𝑅(𝑧)
1,1 + 𝐾−1

(𝑡,𝑡1),2𝑆(𝑧)
1,1) 𝑒0

−
𝑡2

∑𝜏=𝑡1
(𝐾−1

(𝑡,𝜏∶𝜏+1),1𝑅(𝜁𝜏 )
𝜏∶𝜏+1,1 + 𝐾−1

(𝑡,𝜏∶𝜏+1),2𝑆(𝜁𝜏 )
𝜏∶𝜏+1,1) 𝛿𝜏。 （B.23）

注意到 𝑓𝑡、𝑔𝑡 都具有 ℓ-光滑性，由引理 B.12可知：矩阵 𝑅(𝑧)
1,1、𝑆(𝑧)

1,1、𝑅(𝜁𝜏 )
𝜏∶𝜏+1,1 和

𝑆(𝜁𝜏 )
𝜏∶𝜏+1,1的奇异值谱有上界 ℓ + 𝜇2𝜎2

𝐺
4ℓ2 ，因此有（仍将 𝜓𝑇

𝑡 (𝜁; 𝐹𝑇 )简写为 𝜓𝑇
𝑡 (𝜁)）

‖
d
d𝜃 𝜓(𝜁 + 𝜃𝑒)𝑦𝑡‖ ⩽ ‖

d
d𝜃 𝛼∗(𝜁 + 𝜃𝑒)𝑡‖ ⩽ 𝐶

⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑡−𝑡1 ‖𝑒0‖ +

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝑡−𝜏| ‖𝛿𝜏‖
⎞
⎟
⎟
⎠
。（B.24）

最后，仅需沿 𝜁 与 𝜁 ′的连线积分，即得

‖𝜓(𝜁)𝑦𝑡 − 𝜓(𝜁 + 𝑒)𝑦𝑡‖ = ‖∫
1

0

d
d𝜃 𝜓(𝜁 + 𝜃𝑒)𝑦𝑡d𝜃‖

⩽ ∫
1

0 ‖
d
d𝜃 𝜓(𝜁 + 𝜃𝑒)𝑦𝑡‖ d𝜃
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⩽ 𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑡−𝑡1 ‖𝑒0‖ +

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝑡−𝜏| ‖𝛿𝜏‖
⎞
⎟
⎟
⎠
。

这就完成了证明。 ∎
我们指出：虽然定理 B.14反映了对不确定性参量 𝜉𝑡1∶𝑡2−1 的微扰响应，但在

本节的系统模型中，这些不确定性参量总取真值（𝛯𝜏 = {𝜉∗
𝜏 }，∀𝜏 ∈ [𝑡1, 𝑡2)），因

此我们实际上只用到了 𝑡2时刻关于终端代价函数参数 𝜉𝑡2 的微扰响应。

得到微扰响应上界后，定理 4.2的证明与定理 4.1的证明完全一致。
定理 4.2的证明． 我们知道：假设 4.1保证性质 3.1成立；定理 B.14则保证性
质 3.2对任意半径 𝑅及函数 𝑞1(𝑡) = 0、𝑞2(𝑡) = 𝑞3(𝑡) = 𝐻2𝜆𝑡

2成立，其中

𝐻2 =
(
ℓ +

𝜇2𝜎2
𝐺

4ℓ2 )
𝐶0， 𝜆2 = 𝜆0。

现在，仅需要取半径𝑅为恰当的值。例如，取𝑅 ∶= max{𝐷𝑥∗ , 𝐿𝑔𝐻3
2

(1−𝜆2)3 }，则MPC𝑘

求解的每一个有限时间最优控制问题中，终端状态 0都将在邻域 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)中，

并且定理 3.3所需的条件在

𝑘 ⩾ ln
(

𝐻3
2 𝐿𝑔

(1 − 𝜆2)2 ) / ln(1/𝜆2)

时成立（注意到 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 1）。因此，直接应用定理 3.3即完成了证明。 ∎

B.4 5.1节的证明

直接应用微扰分析基本定理 细心的读者可能已经注意到，在附录 B.2中我
们还一并建立了关于噪声 𝑤𝑡 的微扰响应上界，这比当时所需的结论要更强一些；

同时，由于预测量 𝑤𝑡(𝜉𝑡)关于 𝜉𝑡是 𝐿𝑤-Lipschitz连续的，因此上述微扰响应上界
对 𝜉𝑡 仍然适用，只是常系数需要乘以 max{1, 𝐿𝑤}。此外，由于仍假设噪声有界，
引理 B.11在本节也成立。因此，我们可以直接应用微扰分析基本定理。
定理 5.1的证明． 容易验证：假设 4.1和引理 B.11保证性质 3.1成立；定理 B.10
则保证性质 3.2对任意半径 𝑅及函数 𝑞1(𝑡) = 0、𝑞2(𝑡) = 𝑞3(𝑡) = 𝐻3𝜆𝑡

3成立，其中

𝐻3 = max{𝐿𝑤, 1} ⋅ 2𝐿0
𝜇 ⋅ (1 − 2 (√1 + (2𝐿0/𝜇) + 1)

−1

)
−1
，

𝜆3 = (1 − 2 (√1 + (2𝐿0/𝜇) + 1)
−1

)

1
2𝑑−1
。
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现在，仅需要取半径𝑅为恰当的值。例如，取𝑅 ∶= max{𝐷𝑥∗ , 2𝐿𝑔𝐻3
3

(1−𝜆3)3 }，则MPC𝑘

求解的每一个有限时间最优控制问题中，终端状态 0都将在邻域 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)中，

并且定理 3.3所需的条件在

𝑘 ⩾ ln
(

4𝐻3
3 𝐿𝑔

(1 − 𝜆3)2 ) / ln(1/𝜆3)

时成立（注意到 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 1）。因此，直接应用定理 3.3即完成了证明。 ∎
使用一般分析框架 由于微扰分析基本定理是对最一般的系统证明的，直接

应用定理得到的性能保证相对较弱。本节我们演示如何通过一般分析框架得到更

精细的性能保证，其中用到了例 3.1的结果。
定理 5.2的证明． 在例 3.1中，我们已经证明了次态控制误差平方和的上界

𝑇 −1

∑
𝑡=0

𝑒2
𝑡 ⩽ 𝐻3

3 (
1 + 𝐻3 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆3 )

⋅ 𝜆2𝑘
3 ⋅

𝑇 −𝑘

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2

+ 𝐻2
3 (

1 + 𝐻3 + 𝐿2
𝑤

1 − 𝜆3 )
⋅

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3

𝑇 −𝜏−1

∑
𝑡=0

𝜌2
𝑡,𝜏

+ 𝐻2
3 ⋅ 𝜆2𝑘

3 ⋅
𝑇 −1

∑
𝑡=𝑘

‖𝑥∗
𝑡 ‖

2
， （B.25）

其中常系数𝐻3和衰减因子 𝜆3定义如上（在例 3.1中分别记作 𝐶、𝜆）。进而有
𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2

⩽ 𝐻3
3 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) (
1 + 𝐻3 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆3 )

⋅ 𝜆2𝑘
3 ⋅

𝑇 −𝑘

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2

+ 𝐻2
3 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) (
1 + 𝐻3 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆3 )

⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3

𝑇 −𝜏−1

∑
𝑡=0

𝜌2
𝑡,𝜏

+ 𝐻2
3 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) ⋅ 𝜆2𝑘
3 ⋅

𝑇 −1

∑
𝑡=𝑘

‖𝑥∗
𝑡 ‖

2
（B.26a）

⩽ 1
2

𝑇 −𝑘

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2

+ 𝐻2
3 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) (
1 + 𝐻3 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆3 )

⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏)
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+
𝐻2

3
𝜇 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) ⋅ 𝜆2𝑘
3 ⋅

𝑇 −1

∑
𝑡=𝑘

𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥∗

𝑡 )。 （B.26b）

其中，（B.26a）是直接应用引理 3.2的结果（容易验证其对常数 𝐶3 ∶= 𝐻3
1−𝜆3
成立），

而（B.26b）用到 𝑓 𝑥
𝑡 的 𝜇-强凸性，以及假设

𝑘 ⩾ 1
2 ln

(
𝐻3

3 (
1 +

2𝐻3𝐿2
𝑔

1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3
1 − 𝜆3 ) (

1 + 𝐻3 + 𝐿2
𝑤

1 − 𝜆3 ))
/ ln(1/𝜆)。

将上式移项整理，即得

1
2

𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2

⩽ 𝐻2
3 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) (
1 + 𝐻3 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆3 )

⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏)

+
𝐻2

3
𝜇 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) ⋅ 𝜆2𝑘
3 ⋅

𝑇 −1

∑
𝑡=𝑘

𝑓𝑡(𝑥∗
𝑡 )。 （B.27）

另一方面，由于代价函数具有良态性质，利用引理 B.7可知：对任意 𝜂 > 0，都有

𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡) ⩽ (1 + 𝜂)𝑓 𝑥

𝑡 (𝑥∗
𝑡 ) + ℓ

2 (1 + 1
𝜂 ) ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗

𝑡 ‖
2
， ∀0 < 𝑡 < 𝑇； （B.28a）

𝑓 𝑢
𝑡 (𝑢𝑡) ⩽ (1 + 𝜂)𝑓 𝑢

𝑡 (𝑢∗
𝑡 ) + ℓ

2 (1 + 1
𝜂 ) ‖𝑢𝑡 − 𝑢∗

𝑡 ‖
2
， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇； （B.28b）

𝐹𝑇 (𝑥𝑡) ⩽ (1 + 𝜂)𝐹𝑇 (𝑥∗
𝑡 ) + ℓ

2 (1 + 1
𝜂 ) ‖𝑥𝑡 − 𝑥∗

𝑡 ‖
2
。 （B.28c）

因此，对任意 𝜂 > 0，MPC𝑘控制器的总代价有上界

cost(MPC𝑘)

=
𝑇 −1

∑
𝑡=0

(𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥𝑡) + 𝑓 𝑢

𝑡 (𝑢𝑡)) + 𝐹𝑇 (𝑥𝑇 )

⩽ (1 + 𝜂)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −1

∑
𝑡=0

(𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥∗

𝑡 ) + 𝑓 𝑢
𝑡 (𝑢∗

𝑡 )) + 𝐹𝑇 (𝑥∗
𝑇 )

⎞
⎟
⎟
⎠

+ ℓ
2 (1 + 1

𝜂 )
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2⎞
⎟
⎟
⎠

（B.29a）

⩽ (1 + 𝜂)
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −1

∑
𝑡=0

(𝑓 𝑥
𝑡 (𝑥∗

𝑡 ) + 𝑓 𝑢
𝑡 (𝑢∗

𝑡 )) + 𝐹𝑇 (𝑥∗
𝑇 )

⎞
⎟
⎟
⎠
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+ ℓ(1 + 1
𝜂 )

⎛
⎜
⎜
⎝

1
2

𝑇

∑
𝑡=1

‖𝑥𝑡 − 𝑥∗
𝑡 ‖

2 +
𝑇 −1

∑
𝑡=0

‖𝑢𝑡 − 𝑢∗
𝑡 ‖

2⎞
⎟
⎟
⎠

⩽
(

1 + 𝜂 +
𝐻2

3 ℓ
𝜇 (1 + 1

𝜂 ) (
1 +

2𝐻3𝐿2
𝑔

1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3
1 − 𝜆3 ) ⋅ 𝜆2𝑘

3 )
⋅ cost(OPT)

+ 𝐻2
3 ℓ(1 + 1

𝜂 ) (
1 +

2𝐻3𝐿2
𝑔

1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3
1 − 𝜆3 ) (

1 + 𝐻3 + 𝐿2
𝑤

1 − 𝜆3 )
⋅

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏)

（B.29b）

⩽
⎛
⎜
⎜
⎝
1 + 𝜂 + (1 + 1

𝜂 )
⎛
⎜
⎜
⎝
𝐸1 ⋅ 𝜆2𝑘

3 + 𝐸2 ⋅
𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝜋𝜏

⎞
⎟
⎟
⎠

⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ cost(OPT)， （B.29c）

其中，（B.29a）用到（B.28），（B.29b）是（B.27）对 𝑡求和的结果，而（B.29c）中
用到假设 𝑃𝜏 ⩽ 𝜋𝜏 ⋅ cost(OPT)，且常数 𝐸1、𝐸2由下式给出

𝐸1 =
𝐻2

3 ℓ
𝜇 (

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 )，

𝐸2 = 𝐻2
3 ℓ(

1 +
2𝐻3𝐿2

𝑔
1 − 𝜆3 ) (1 + 𝐻3

1 − 𝜆3 ) (
1 + 𝐻3 + 𝐿2

𝑤
1 − 𝜆3 )

。

取 𝜂 ∶= (𝐸1 ⋅ 𝜆2𝑘
3 + 𝐸2 ⋅ ∑𝑘−1

𝜏=0 𝜆𝜏
3𝜋𝜏)

1
2
，并利用 cost(OPT) = 𝑂(𝑇 )，即可移项得

cost(MPC𝑘) − cost(OPT) = 𝑂
⎛
⎜
⎜
⎝

√√√
⎷

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝑃 (𝜏) + 𝜆2𝑘

3 ⋅ 𝑇
⎞
⎟
⎟
⎠
，

cost(MPC𝑘)
cost(OPT) ⩽ 1 + 𝑂

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝜋𝜏 + 𝜆2𝑘

3 +
√√√
⎷

𝑘−1

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
3𝜋𝜏 + 𝜆2𝑘

3

⎞
⎟
⎟
⎠
。

这就完成了证明。 ∎

B.5 5.2节的证明

本节中，我们将再次应用附录 B.1.3中提出的分析思路，直接将最优控制问
题视为带等式约束的凸优化问题进行微扰分析。注意到假设 5.2中用到终端代价
函数为指示函数的有限时间最优控制问题，这破坏了问题的光滑性，但只要将其

等价地视为额外的末态约束，即可得到形式相仿的（具有双端条件的）优化问题，
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并可写出相应的 KKT矩阵。具体而言，对区间 [𝑡1, 𝑡2]和参数 𝜉𝑡1∶𝑡2 ∈ 𝛯𝑡1∶𝑡2，定义

𝐺𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐼
−𝐴𝑡1(𝜉𝑡1) −𝐵𝑡1(𝜉𝑡1) 𝐼

⋱ ⋱
−𝐴𝑡2(𝜉𝑡2) −𝐵𝑡2(𝜉𝑡2) 𝐼

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

， （B.30）

�̂�𝑡2
𝑡1

(𝜉𝑡1∶𝑡2) ∶=

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝐼
−𝐴𝑡1(𝜉𝑡1) −𝐵𝑡1(𝜉𝑡1) 𝐼

⋱ ⋱
−𝐴𝑡2(𝜉𝑡2) −𝐵𝑡2(𝜉𝑡2)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

。 （B.31）

注意到后者仅仅移除了前者的最后一列，因为我们直接将末态代入优化问题中，

而不将其视为等式约束。同时，Lagrangian量的 Hessian矩阵可写为

𝐻𝑇
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 ) ∶= diag (𝑄𝑡(𝜉𝑡), 𝑅𝑡(𝜉𝑡), 𝑄𝑡+1(𝜉𝑡+1), ⋯ , 𝑅𝑇 −1(𝜉𝑇 −1), 𝑃𝑇 (𝜉𝑇 ))， ∀𝑡 < 𝑇，

�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) ∶= diag (𝑄𝑡(𝜉𝑡), 𝑅𝑡(𝜉𝑡), 𝑄𝑡+1(𝜉𝑡+1), ⋯ , 𝑅𝑡+𝑘−1(𝜉𝑡+𝑘−1))， ∀𝑡 < 𝑇 − 𝑘。

应用 KKT条件可知，𝜓𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )（𝑡 < 𝑇）的原始-对偶最优解是方程

𝐾𝑇
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 )𝜒𝑇

𝑡 = 𝑏𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑇 )

的唯一解 𝜒𝑇
𝑡 ，其中 KKT矩阵 𝐾𝑇

𝑡 、原始-对偶变量 𝜉𝑇
𝑡 、常数项 𝑏𝑇

𝑡 分别为

𝐾𝑇
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 ) ∶=

[
𝐻𝑇

𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 ) 𝐺𝑇 −1
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 −1)⊤

𝐺𝑇 −1
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 −1) 0 ]

，

𝜒𝑇
𝑡 ∶= (𝑦𝑡, 𝑣𝑡, 𝑦𝑡+1, ⋯ , 𝑣𝑇 −1, 𝑦𝑇 , 𝜂𝑡, 𝜂𝑡+1, ⋯ , 𝜂𝑇 )，

𝑏𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑇 ) ∶= (𝑄𝑡(𝜉𝑡)�̄�𝑡(𝜉𝑡), 0, ⋯ , 𝑃 (𝜉𝑇 )�̄�𝑇 (𝜉𝑇 ), 𝑧, 𝑤𝑡(𝜉𝑡), ⋯ , 𝑤𝑇 −1(𝜉𝑇 −1))；

类似地，𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘; 𝕀)（𝑡 < 𝑇 − 𝑘）的原始-对偶最优解是方程

̂𝐾 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) ̂𝜒 𝑡+𝑘

𝑡 = ̂𝑏𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)

的唯一解 ̂𝜒 𝑡+𝑘
𝑡 ，其中 KKT矩阵 ̂𝐾 𝑡+𝑘

𝑡 、原始-对偶变量 ̂𝜉𝑡+𝑘
𝑡 、常数项 ̂𝑏𝑡+𝑘

𝑡 分别为

̂𝐾 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) ∶=

[
�̂� 𝑡+𝑘

𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) �̂�𝑡+𝑘−1
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1)⊤

�̂�𝑡+𝑘−1
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1) 0 ]

，

̂𝜒 𝑡+𝑘
𝑡 ∶= (𝑦𝑡, 𝑣𝑡, 𝑦𝑡+1, ⋯ , 𝑣𝑡+𝑘−1, 𝜂𝑡, 𝜂𝑡+1, ⋯ , 𝜂𝑡+𝑘)，

̂𝑏𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) ∶= (𝑄𝑡(𝜉𝑡)�̄�𝑡(𝜉𝑡), 0, ⋯ , 0, 𝑧, 𝑤𝑡(𝜉𝑡), ⋯ , 𝑤𝑡+𝑘−1(𝜉𝑡+𝑘−1) − 𝜉𝑡+𝑘)。

这样，我们就以一种简洁的方式建立了 KKT矩阵与原始-对偶最优解的关系。
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我们指出：Hessian矩阵 𝐻 𝑡2
𝑡1
、�̂� 𝑡2

𝑡1
的最小奇异值与系统在 [𝑡1, 𝑡2 + 1]区间上

最优解的存在性与稳定性均有密切的联系。

• 任意给定初态 𝑥𝑡1 和噪声 𝑤 = (𝑤𝑡1 , 𝑤𝑡1+1, ⋯ , 𝑤𝑡2)，优化问题总有唯一最优
解 𝛼 = (𝑥𝑡1 , 𝑢𝑡1 , 𝑥𝑡1+1, ⋯ , 𝑢𝑡2 , 𝑥𝑡2+1)满足𝐻 𝑡2

𝑡1
𝛼 = 𝑤（由于𝐻 𝑡2

𝑡1
总是行满秩的）；

从而，若 𝐻 𝑡2
𝑡1
的最小奇异值有下界 𝜎 > 0，则对任意的 𝑥𝑡1 和 𝑤，最优解 𝛼

都满足 ‖𝛼‖ ⩽ 1
𝜎 ‖𝑤‖（𝜎 > 0为常数）。

• 类似的，任意给定初态 𝑥𝑡1 和噪声 �̂� = (𝑤𝑡1 , ⋯ , 𝑤𝑡2−1, 𝑤𝑡2 − 𝑥𝑡2+1)，优化问
题的最优解 �̂� = (𝑥𝑡1 , 𝑢𝑡1 , 𝑥𝑡1+1, ⋯ , 𝑢𝑡2 , 𝑥𝑡2+1)总满足 �̂� 𝑡2

𝑡1
�̂� = �̂�（注意：�̂� 𝑡2

𝑡1
不

总是行满秩的，因此可行解不一定存在）；从而，若 �̂� 𝑡2
𝑡1
的最小奇异值有下

界 𝜎 > 0，则对任意的 𝑥𝑡1 和 �̂�，最优解 �̂�都满足 ‖�̂�‖ ⩽ 1
𝜎 ‖�̂�‖。

那么，Hessian矩阵的最小奇异值是否确有下界呢？答案是肯定的。事实上，[57]
已经证明：系统的一致可控性可以推出 Hessian矩阵最小奇异值的下界。我们将
这一结果叙述为引理 B.15，它保证我们可以应用 KKT矩阵的微扰响应上界。
引理 B.15． 在假设 5.2下，存在常数 𝜎𝐻 > 0，使得

𝜎min (𝐻𝑇 −1
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 −1)) ⩾ 𝜎𝐻， ∀𝑡 < 𝑇；

𝜎min (�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)) ⩾ 𝜎𝐻， ∀𝑡 < 𝑇 − 𝑘。

证明． 参见 [57]的引理 12。 ∎
现在，我们可以利用引理 B.4给出系统的微扰响应上界。为此，首先需要像

之前所做的那样，将原始-对偶解按时间重排，从而使𝐻、�̂� 重排为 𝛶、�̂�：
• 设 𝛷𝑇

𝑡 是将 𝜒𝑇
𝑡 重排为 ̄𝜒𝑇

𝑡 ∶= (𝑦𝑡, 𝑣𝑡, 𝜂𝑡, 𝑦𝑡+1, 𝑣𝑡+1, 𝜂𝑡+1, ⋯ , 𝑦𝑇 , 𝜂𝑇 )的置换矩阵
（即 ̄𝜒𝑇

𝑡 = 𝛷𝑇
𝑡 𝜒𝑇

𝑡 ），并设 𝐻𝑇
𝑡 被相应地重排为 𝛶 𝑇

𝑡 ∶= (𝛷𝑇
𝑡 )𝐻𝑇

𝑡 (𝛷𝑇
𝑡 )⊤、𝑏𝑇

𝑡 被

重排为 𝛽𝑇
𝑡 ∶= (𝛷𝑇

𝑡 )𝑏𝑇
𝑡 。重排后的原始-对偶最优解满足 ̄𝜒𝑇

𝑡 = (𝛶 𝑇
𝑡 )−1𝛽𝑇

𝑡 。

• 设 �̂�𝑡+𝑘
𝑡 是将 ̂𝜒 𝑡+𝑘

𝑡 重排为 ̃𝜒𝑇
𝑡 ∶= (𝑦𝑡, 𝑣𝑡, 𝜂𝑡, ⋯ , 𝑦𝑡+𝑘−1, 𝑣𝑡+𝑘−1, 𝜂𝑡+𝑘−1, 𝜂𝑡+𝑘) 的

置换矩阵（即 ̃𝜒 𝑡+𝑘
𝑡 = �̂�𝑡+𝑘

𝑡 ̂𝜒 𝑡+𝑘
𝑡 ），并设 �̂� 𝑡+𝑘

𝑡 被相应地重排为 �̂� 𝑡+𝑘
𝑡 ∶=

(�̂�𝑡+𝑘
𝑡 )�̂� 𝑡+𝑘

𝑡 (�̂�𝑡+𝑘
𝑡 )⊤、 ̂𝑏𝑡+𝑘

𝑡 被重排为 ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 ∶= (�̂�𝑡+𝑘

𝑡 ) ̂𝑏𝑡+𝑘
𝑡 。重排后的原始-对偶

最优解满足 ̃𝜒𝑇
𝑡 = (�̂� 𝑡+𝑘

𝑡 )−1 ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 。

有必要指出：重排后的 𝛶 𝑇
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑇 )是大小为 (𝑇 − 𝑡 + 1) × (𝑇 − 𝑡 + 1)的分块矩阵，约

定其索引为 (𝑖, 𝑗) ∈ [𝑡, 𝑇 ] × [𝑡, 𝑇 ]；�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)是大小为 (𝑘 + 1) × (𝑘 + 1)的分块矩

阵，约定其索引为 (𝑖, 𝑗) ∈ [𝑡, 𝑡 + 𝑘] × [𝑡, 𝑡 + 𝑘]。利用上述记号，可以将系统不确定
性参数 𝜉 的扰动拆分为对 KKT矩阵 𝛶 的扰动和对常数项 𝛽 的扰动两部分，两者
的微扰响应上界之和即为系统的微扰响应上界。
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定理 B.16． 在假设 5.2下，性质 3.2对任意常数 𝑅 > 0及

𝑞1(𝑡) = 𝐻4𝜆2𝑡
4， 𝑞2(𝑡) = 𝐻4𝜆𝑡

4， 𝑞3(𝑡) = 𝐻4𝜆𝑡
4

成立，其中 𝜆4 ∶= 𝜆𝐾，而𝐻4由下式给出（𝜆𝐾、𝐶𝐾 在引理 B.4中定义）

𝐻4 ∶= 𝐶′
𝐾 (

2(ℓ𝐷�̄� + 𝐷𝑤)
1 − 𝜆𝐾

+ 𝑅 + 𝐷𝑥∗ + 1) + 𝐶𝐾 (𝐿𝑤 + ℓ𝐿�̄� + 𝐷�̄�𝐿𝑄 + 1) .

证明． 首先证明（3.1）。对 𝑡 < 𝑇 − 𝑘，我们有

‖𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘; 𝕀)𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘; 𝕀)𝑣𝑡‖

⩽ ‖(�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)−1 ̂𝛽𝑡+𝑘

𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) − �̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘)−1 ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘))𝑣𝑡‖
（B.32a）

⩽ ‖( (�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)−1 − �̂� 𝑡+𝑘

𝑡 (𝜉′
𝑡∶𝑡+𝑘)−1) ̂𝛽𝑡+𝑘

𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘))𝑣𝑡‖

+ ‖(�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘)−1 ( ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) − ̂𝛽𝑡+𝑘

𝑡 (𝑧, 𝜉′
𝑡∶𝑡+𝑘)) )𝑣𝑡‖

， （B.32b）

其中（B.32a）用到 KKT条件，而（B.32b）用到三角不等式。注意到（B.32）将
微扰响应拆分为两部分，只需分别求出二者的上界，即得系统的微扰响应上界。

对于（B.32）右边的第一项，有

‖( (�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)−1 − �̂� 𝑡+𝑘

𝑡 (𝜉′
𝑡∶𝑡+𝑘)−1) ⋅ ̂𝛽𝑡+𝑘

𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘))𝑣𝑡‖

⩽
𝑡+𝑘

∑𝜏=𝑡
‖(�̂� 𝑡+𝑘

𝑡 (𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)−1 − �̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘)−1)𝑡,𝜏‖ ⋅ ‖ ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)𝜏‖ （B.33a）

⩽ 𝐶′
𝐾

⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝜏=0

𝜆2𝜏
𝐾 ‖𝜉𝑡+𝜏 − 𝜉′

𝑡+𝜏‖
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ ‖𝑧‖ +
𝑡+𝑘

∑𝜏=𝑡
𝐶′

𝐾
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑡+𝑘

∑
𝑖=𝑡

𝜆𝑖−𝑡+|𝑖−𝜏|
𝐾 ‖𝜉𝑖 − 𝜉′

𝑖 ‖
⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ (ℓ𝐷�̄� + 𝐷𝑤)

+ 𝐶′
𝐾𝜆𝑘

𝐾 ⋅
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝜏=0

‖𝜉𝑡+𝜏 − 𝜉′
𝑡+𝜏‖

⎞
⎟
⎟
⎠

⋅ ‖𝜉𝑡+𝑘‖ （B.33b）

⩽ 𝐶′
𝐾

𝑘

∑
𝜏=0

𝜆2𝜏
𝐾 𝛿𝑡+𝜏 ⋅ ‖𝑧‖ + 𝐶′

𝐾 (
2(ℓ𝐷�̄� + 𝐷𝑤)

1 − 𝜆𝐾
+ 𝑅 + 𝐷𝑥∗)

𝑘

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
𝐾𝛿𝑡+𝜏， （B.33c）

其中（B.33a）用到三角不等式，（B.33b）中各项 ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘)的放缩用到引理 B.4，

而（B.33c）是利用 𝜉𝑡+𝑘 ∈ 𝔹 (𝑥∗
𝑡+𝑘, 𝑅)并重新整理得到的。

对于（B.32）右边的第二项，有（令 𝛿𝜏 ∶= ‖𝜉𝜏 − 𝜉′
𝜏‖）

‖(�̂� 𝑡+𝑘
𝑡 (𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘)−1 ( ̂𝛽𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘) − ̂𝛽𝑡+𝑘

𝑡 (𝑧, 𝜉′
𝑡∶𝑡+𝑘)) )𝑣𝑡‖
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⩽ 𝐶𝐾

𝑡+𝑘

∑𝜏=𝑡
𝜆𝜏−𝑡

𝐾 (𝐿𝑤 + ℓ𝐿�̄� + 𝐷�̄�𝐿𝑄)𝛿𝜏 + 𝐶𝐾𝜆𝑘
𝐾𝛿𝑡+𝑘， （B.34）

其中用到不等式

‖𝑄𝜏(𝜉𝜏)�̄�𝜏(𝜉𝜏) − 𝑄𝜏(𝜉′
𝜏)�̄�𝜏(𝜉′

𝜏)‖
⩽ ‖𝑄𝜏(𝜉𝜏)�̄�𝜏(𝜉𝜏) − 𝑄𝜏(𝜉′

𝜏)�̄�𝜏(𝜉𝜏)‖ + ‖𝑄𝜏(𝜉′
𝜏)�̄�𝜏(𝜉𝜏) − 𝑄𝜏(𝜉′

𝜏)�̄�𝜏(𝜉′
𝜏)‖

⩽ ‖𝑄𝜏(𝜉𝜏) − 𝑄𝜏(𝜉′
𝜏)‖ ⋅ ‖�̄�𝜏(𝜉𝜏)‖ + ‖𝑄𝜏(𝜉′

𝜏)‖ ⋅ ‖�̄�𝜏(𝜉𝜏) − �̄�𝜏(𝜉′
𝜏)‖

⩽ (𝐿𝑄𝐷�̄� + ℓ𝐿�̄�)𝛿𝜏。

将（B.33）和（B.34）代入（B.32），即可证明：对任意 𝑡 < 𝑇 −𝑘，𝜉𝑡∶𝑡+𝑘−1 ∈ 𝛯𝑡∶𝑡+𝑘−1，

𝜉′
𝑡∶𝑡+𝑘−1 = 𝜉∗

𝑡∶𝑡+𝑘−1和 𝜉𝑡+𝑘, 𝜉′
𝑡+𝑘 ∈ 𝔹 (𝑥∗

𝑡+𝑘, 𝑅)，都有

‖𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑡+𝑘; 𝕀)𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡+𝑘
𝑡 (𝑧, 𝜉′

𝑡∶𝑡+𝑘; 𝕀)𝑣𝑡‖ ⩽
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑘

∑
𝜏=0

𝑞1(𝜏)𝛿𝑡+𝜏
⎞
⎟
⎟
⎠

‖𝑧‖ +
𝑘

∑
𝜏=0

𝑞2(𝜏)𝛿𝑡+𝜏。

类似地，还可证明：对任意 𝑡 ⩾ 𝑇 − 𝑘，𝜉𝑡∶𝑇 ∈ 𝛯𝑡∶𝑇 和 𝜉′
𝑡∶𝑇 = 𝜉∗

𝑡∶𝑇，都有

‖𝜓𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡

− 𝜓𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉′

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑣𝑡‖ ⩽
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑇 −𝑡

∑
𝜏=0

𝑞1(𝜏)𝛿𝑡+𝜏
⎞
⎟
⎟
⎠

‖𝑧‖ +
𝑇 −𝑡

∑
𝜏=0

𝑞2(𝜏)𝛿𝑡+𝜏。

这就完成了微扰响应上界（3.1）的证明。
最后，我们证明（3.2）。事实上，对任意 𝑡 < 𝑇，恒有

‖𝜓𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑦𝜏 /𝑣𝜏
− 𝜓𝑇

𝑡 (𝑧′, 𝜉∗
𝑡∶𝑇 ; 𝐹𝑇 )𝑦𝜏 /𝑣𝜏 ‖

⩽ ‖(𝛶 𝑇
𝑡 (𝜉∗

𝑡∶𝑇 )−1 (𝛽𝑇
𝑡 (𝑧, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 ) − 𝛽𝑇
𝑡 (𝑧′, 𝜉∗

𝑡∶𝑇 )) )𝑦𝜏 /𝑣𝜏 ‖ （B.35a）

⩽ ‖(𝛶 𝑇
𝑡 (𝜉∗

𝑡∶𝑇 )−1)𝜏,𝑡‖ ⋅ ‖𝑧 − 𝑧′‖

⩽ 𝐶𝐾𝜆𝜏−𝑡
𝐾 ‖𝑧 − 𝑧′‖， （B.35b）

其中（B.35a）用到 KKT条件，而（B.35b）用到引理 B.4。这就完成了证明。 ∎
最后，只需要应用微扰分析基本定理，就能得到定理 5.3的证明。

定理 5.3的证明． 容易验证：假设 5.2保证性质 3.1成立；而定理 B.16则保证性
质 3.2对任意常数 𝑅 > 0及

𝑞1(𝑡) = 𝐻4𝜆2𝑡
4， 𝑞2(𝑡) = 𝐻4𝜆𝑡

4， 𝑞3(𝑡) = 𝐻4𝜆𝑡
4

成立，其中衰减因子 𝜆4 ∈ (0, 1)和常数𝐻4都依赖于 𝑅。若取 𝑅 ∶= 𝐷𝑥∗ + 𝐷�̄�，则

带有终端代价函数 𝕀(⋅; �̄�𝑡+𝑘(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡))的 MPC𝑘 控制器满足定理 3.3的假设，此时常
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系数（如定理 B.16中那样）取为

𝐻4 = 𝐶′
𝐾 (

2(ℓ𝐷�̄� + 𝐷𝑤)
1 − 𝜆4

+ 2𝐷𝑥∗ + 𝐷�̄� + 1) + 𝐶𝐾 (𝐿𝑤 + ℓ𝐿�̄� + 𝐷�̄�𝐿𝑄 + 1)。

至此，为应用定理 3.3证明定理 5.3，仅需使预测误差 𝜌𝑡,𝜏 满足

𝑘

∑
𝜏=0

𝜆𝜏
4𝜌𝑡,𝜏 ⩽ (1 − 𝜆4)2(𝐷𝑥∗ + 𝐷�̄�)

2𝐻2
4 𝐿𝑔 ((1 − 𝜆𝐾 )(𝐷𝑥∗ + 𝐷�̄�) + 𝐻4(𝐷𝑥∗ + 1))

，

并使预测视野 𝑘满足

𝜆𝑘
4 ⩽ (1 − 𝜆4)2

4𝐻2
4 𝐿𝑔 ((1 − 𝜆4)(𝐷𝑥∗ + 𝐷�̄�) + 𝐻4(𝐷𝑥∗ + 1))

。

这就完成了证明。 ∎

B.6 6.1节的证明

本节的结果基于一个已知的微扰响应上界（参见 [51]中的命题 4）。① 正如
2.2节的讨论那样，对于含不等式约束的最优控制问题而言，识别最优控制轨迹
上（及其邻域内）哪些约束是活跃约束，对于在局部刻画最优解是有益的（基于

此，我们在描述（6.1）时，在约束矩阵和约束向量的记号上附加了波浪号，就是
为了强调所列的约束不一定都是活跃约束）。据此，我们可以作出以下定义。

定义 B.1 (活跃约束矩阵)． 在 𝑡时刻，取得等号的不等式约束称为该时刻的活跃
约束（active constraint），活跃约束的指标全体构成活跃约束的指标集（index set）

𝐼𝑡 ⊆ {1, ⋯ , 𝑟𝑡}。进而，𝑡时刻的活跃约束矩阵定义为

𝛤 𝑥
𝑡,𝐼𝑡

∶= ̃𝛤 𝑥
𝑡 (𝐼𝑡, ∶)， 𝛤 𝑢

𝑡,𝐼𝑡
∶= ̃𝛤 𝑢

𝑡 (𝐼𝑡, ∶)， 𝛾𝑡 ∶= ̃𝛾𝑡(𝐼𝑡)。

我们额外定义 ̂𝛤 𝑢
𝑡,𝐼𝑡

∶= (𝛤 𝑢
𝑡,𝐼𝑡

𝑅−1
𝑡 (𝛤 𝑢

𝑡,𝐼𝑡
)⊤

)
−1
（特别地，若 𝐼𝑡 = ∅，约定 ̂𝛤 𝑢

𝑡,𝐼𝑡
= 0）。

活跃约束矩阵需要满足的条件已经列于假设 6.1中。在该假设下，可以直接
应用 [51]中的命题 4，得到系统的微扰响应上界。
定理 B.17． 在假设 6.1下，𝜓 𝑡2

𝑡1
(𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹𝑡2)满足微扰响应上界

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧′, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ⩽ 𝐶1𝜆ℎ−𝑡1 ‖𝑧 − 𝑧′‖，

① 为了使本文中的记号保持一致，我们修改了部分记号的字母。具体而言，代价矩阵的上、下界统一为 ℓ、
𝜇（即原文中 ̃𝐶𝑄 = 𝐶𝑅 =∶ ℓ、𝜆𝑄 = 𝜆𝑅 =∶ 𝜇），动力学矩阵的范数上界分别改为 𝑎 ∶= ̃𝐶𝐴𝑎、𝑏 ∶= ̃𝐶𝐵，约

束矩阵的范数上界分别为 𝛾𝑥 ∶= 𝐶𝐸、𝛾𝑢 ∶= 𝐶𝐻、 ̂𝛾𝑢 ∶= 𝐶�̂�，一致可控性常数为 𝜎 ∶= √𝜆𝐶，可控性指数为

𝑑 ∶= 𝑡；衰减因子用 𝜆表示（原文为 𝜌），常系数用 𝐶1、𝐶2 表示（原文为 𝑍1、𝑍2）。感兴趣的读者对照原

文时请注意甄别记号上的差异。
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‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2; 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉′

𝑡2
; 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ⩽ 𝐶2𝜆𝑡2−ℎ

2 ‖𝜉𝑡2 − 𝜉′
𝑡2‖。

这里衰减因子 𝜆、𝜆及常系数 𝐶1、𝐶2由下式决定

𝜆 = 1

√1 + 𝜇
𝛽

， 𝐶1 = max{1, 𝑌1}√𝛽/𝜇；

𝜆 = 1

√1 + 𝐶𝛽𝜇
ℓ

， 𝐶2 = max
{

𝐶
1 − 𝜆2 , 𝑌 1𝐶

1 − 𝜆2 + 𝑌 𝑠

𝜆 }
。

其中各常数可嵌套定义如下（回忆 𝑑 是系统的可控性指数）①

𝐶𝐴 = 𝑎 + 𝑏𝛾𝑥𝛾𝑢 ̂𝛾𝑢
𝜇 ， 𝐶𝐵 = 𝑏 + 𝑏𝛾2

𝑢 ̂𝛾𝑢
𝜇 ， 𝐶𝑄 = ℓ + 𝛾2

𝑥 ̂𝛾𝑢，𝑀 =
𝐶𝐵(1 − 𝐶𝑑

𝐴)
1 − 𝐶𝐴

，

𝛽 = 𝐶𝑄
⎛
⎜
⎜
⎝
1 +

𝑑−1

∑
𝑖=1 (𝐶 𝑖

𝐴 + 𝑀2

𝜎2 𝐶𝑑
𝐴)

2⎞
⎟
⎟
⎠

+ ℓ𝑀2

𝜎4 𝐶2𝑑
𝐴 ，

𝐶𝑋 = 𝜇 + 𝛾2
𝑢 ̂𝛾𝑢

𝜇2 ， 𝐶𝑀 =
𝜇 + 𝐶2

𝐵𝛽
𝜇 ， 𝑌1 = 𝛾𝑥𝛾𝑢 ̂𝛾𝑢

𝜇 + 𝐶𝑋𝑏𝛽𝐶𝐴𝐶𝑀，

𝑀 = 𝑏(1 − 𝑎𝑑)
1 − 𝑎 ， 𝐶𝛽 = 𝜎4

𝑀2𝑎2𝑑
， 𝐶𝑀 = 1 + 𝑏2ℓ

𝐶𝛽𝜇， 𝑌 1 = 𝑎𝑏ℓ𝐶𝑀
𝐶𝛽𝜇 ，

𝐶 = 𝐶1𝐶𝑀𝑏√
𝐶𝛽ℓ
𝜇 ， 𝑌 𝑠 = 𝑏√

𝐶𝛽ℓ
𝜇 (

1 + 𝑏2𝐶𝑀ℓ
𝐶𝛽𝜇 )

。

证明． 为方便起见，补充定义以下常数：

𝐶𝑠 = ℓ√𝛽/𝜇， 𝐶 = 𝐶1𝐶𝑀𝑏𝐶𝑋𝐶𝑠， 𝑌2 = 𝐶𝑋𝑏(1 + 𝛽𝐶𝑀𝑏2𝐶𝑋)， 𝑌𝑠 = 𝑌2𝐶𝑠，

𝐶2 = max{
𝐶

1 − 𝜆2 , 𝑌1𝐶
1 − 𝜆2 + 𝑌𝑠

𝜆 }。

注意到 [51]中的命题 4给出

‖∇𝑧𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ⩽ 𝐶1𝜆𝑡−𝑡1， （B.36）

‖∇𝜉𝑡2
𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝜅𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ⩽ 𝐶2𝜆𝑡2−𝑡。 （B.37）

这里，我们在（B.37）中的终端代价函数前添加了任意常数倍 𝜅，因此需要证明
微分形式的微扰响应上界仍成立。注意到 𝜅将使 ℓ、𝜇分别扩大至原来的 𝜅倍，故
只需要证明 𝐶2、𝜆在 𝜅 → +∞时均收敛至与 𝜅 无关的常数（即 𝐶2、𝜆）。事实上，

① 为方便读者查阅，这些常数的记号与 [51]中保持一致，读者可自行参照原文的假设 1、引理 1、命题 3、命
题 4以及附录 A.1等。一切带上划线的常数都是相应常数在 ℓ, 𝜇 → ∞且比值 ℓ/𝜇保持不变时的极限值。
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在 𝜅 → +∞时，𝐶𝐴、𝐶𝐵、𝑀 分别收敛至 𝑎、𝑏、𝑀，因此

lim
𝜅→+∞

𝜅𝜇
𝛽 = lim

𝜅→+∞
𝜅𝜇

𝑀2𝐶2𝑑
𝐴

𝜎4 𝜅ℓ +收敛至常数的项
= 𝐶𝛽 ⋅ 𝜇

ℓ。

进而，容易验证 𝜆、𝐶𝑀、𝑌1分别收敛至 𝜆、𝐶𝑀、𝑌 1，其中

lim
𝜅→+∞

𝑌1 = lim
𝜅→+∞ (

常数

𝜅𝜇 + 𝑎𝑏𝐶𝑀 ⋅ 𝛽
𝜅𝜇 ) = 𝑌 1。

进而，𝐶、𝑌𝑠分别收敛至

lim
𝜅→+∞

𝐶 = lim
𝜅→+∞

𝐶1𝐶𝑀𝑏 𝜅ℓ
𝜅𝜇 √

𝛽
𝜅𝜇 = 𝐶，

lim
𝜅→+∞

𝑌𝑠 = lim
𝜅→+∞

𝑏
𝜅𝜇 (1 + 𝑏2𝐶𝑀 ⋅ 𝛽

𝜅𝜇 ) ⋅ 𝜅ℓ√
𝛽

𝜅𝜇 = 𝑌 𝑠。

因此，𝐶2在 𝜅 → +∞时收敛至 𝐶2，这就证明了（B.37）对任意倍数 𝜅 > 0成立。
特别地，取 𝜅 → +∞的极限，即得

‖∇𝜉𝑡2
𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ⩽ 𝐶2𝜆𝑡−𝑡1
。 （B.38）

最后，只需要在被扰动变量的连线上积分，就可以得到有限大小微扰的响应

上界。具体而言，由（B.36）可得

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉∗

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧′, 𝜉∗

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖

= ‖∫
1

0 (
d
d𝜃 𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧 + 𝜃(𝑧′ − 𝑧), 𝜉∗
𝑡1∶𝑡2

; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡) d𝜃‖

= ‖∫
1

0 (∇𝑧𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧 + 𝜃(𝑧′ − 𝑧), 𝜉∗

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡)

⊤
(𝑧′ − 𝑧)d𝜃‖

⩽ ∫
1

0 ‖∇𝑧𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧 + 𝜃(𝑧′ − 𝑧), 𝜉∗

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹𝑡2)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ‖𝑧 − 𝑧′‖ d𝜃

⩽ 𝐶1𝜆𝑡−𝑡1 ‖𝑧 − 𝑧′‖；

而由（B.38）可得

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2; 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉′

𝑡2
; 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖

= ‖∫
1

0 (
d
d𝜃 𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2 + 𝜃(𝜉′
𝑡2

− 𝜉𝑡2); 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡) d𝜃‖

= ‖∫
1

0 (∇𝜉𝑡2
𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2 + 𝜃(𝜉′
𝑡2

− 𝜉𝑡2); 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡)
⊤

(𝜉′
𝑡2

− 𝜉𝑡2)d𝜃‖
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⩽ ∫
1

0 ‖∇𝜉𝑡2
𝜓 𝑡2

𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2−1, 𝜉𝑡2 + 𝜃(𝜉′
𝑡2

− 𝜉𝑡2); 𝕀)𝑦𝑡/𝑣𝑡‖ ‖𝜉𝑡2 − 𝜉′
𝑡2‖d𝜃

⩽ 𝐶2𝜆𝑡2−𝑡
‖𝜉𝑡2 − 𝜉′

𝑡2‖。

这就完成了证明。 ∎
得到微扰响应上界后，就可以如之前所做的那样直接得到定理 6.1的证明。

定理 6.1的证明． 容易验证：假设 6.1保证性质 3.1成立；定理 B.17则保证性
质 3.2对任意半径 𝑅 < 𝑅0及函数 𝑞1(𝑡) = 0、𝑞2(𝑡) = 𝐻5𝜆𝑡

5、𝑞3(𝑡) = 𝐻5𝜆𝑡
5成立，其

中𝐻5 ∶= 𝐶1、𝜆5 ∶= 𝜆、𝐻5 ∶= 𝐶2、𝜆5 ∶= 𝜆的定义见定理 B.17。

现在，仅需要取半径𝑅为恰当的值。例如，取𝑅 ∶= max{𝑅0, 𝐷𝑥∗ , 𝐿𝑔𝐻3
5

(1−𝜆5)3 }，则
MPC𝑘求解的每一个有限时间最优控制问题中，终端状态 0都将在邻域𝔹 (𝑥∗

𝑡+𝑘, 𝑅)
中，并且定理 3.3所需的条件在

𝑘 ⩾ ln
⎛
⎜
⎜
⎝

2𝐻3
5𝐿𝑔

(1 − 𝜆5)2

⎞
⎟
⎟
⎠

/ ln(1/𝜆5)

时成立（注意到 𝜌𝑡,𝜏 ⩽ 1）。因此，直接应用定理 3.3即完成了证明。 ∎

B.7 6.2节的证明

本节的结果同样基于文献中已知的微扰响应上界（参见 [53]中的定理 4.5）。
为了叙述这一上界，我们首先定义一些必须的概念和记号。将一般形式的有限时

间最优控制问题视为一个约束优化问题，其约束包含各时刻等式约束的全体 𝐼e
（即动力学方程表示的约束）和不等式约束的全体 𝐼i（即约束函数表示的约束）。
设 𝑦 = (𝛼, 𝜂)表示有限时间最优控制问题的原始-对偶解，而 𝑝 = (𝑧, 𝜉)表示其参量，
可定义依赖于 Lagrangian量 L(𝑦; 𝑝)的矩阵

𝐾(𝑦; 𝑝) ∶= ∇2
𝑦𝑦L(𝑦; 𝑝)， 𝑅(𝑦; 𝑝) ∶= ∇2

𝑦𝑝L(𝑦; 𝑝)。

类似于定义 B.1，可以定义活跃约束的指标集（注意这里不再区分时刻）：

𝐼0(𝑝) ∶= 𝐼e ∪ {𝑖 ∈ 𝐼i |约束 𝑖是活跃约束，且对偶变量不为 0}，

𝐼1(𝑝) ∶= 𝐼e ∪ {𝑖 ∈ 𝐼i |约束 𝑖是活跃约束}。

这里约定：所有矩阵均在这样一组有序基下表示，其中原始-对偶向量的排列顺序
为 (𝛼𝑡1 , 𝜂𝑡1 , 𝛼𝑡1+1, 𝜂𝑡1+1, ⋯ , 𝑦𝑡2 , 𝜂𝑡2)，并且各矩阵均视为按时刻 𝑡划分的分块矩阵。

下面，我们补充定义假设 6.2中用到的奇异值有界特征组的概念。
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定义 B.2 (奇异值有界特征组)． 在有限时间最优控制问题 𝜓 𝑡2
𝑡1

(𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 )中，称
正实数对 (𝜎𝐾 , 𝜎𝑅, 𝜎𝐾 )为关于参量 𝑝的奇异值有界特征组，若它们满足

𝜎𝐾 ⩾ max{𝜎max(𝐾(𝑦; 𝑝)(𝐼, 𝐼)) | 𝐼0(𝑝∗) ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐼1(𝑝∗)}，

𝜎𝑅 ⩾ max{𝜎max(𝑅(𝑦; 𝑝)(𝐼, ∶)) | 𝐼0(𝑝∗) ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐼1(𝑝∗)}，

0 < 𝜎𝐾 ⩽ max{𝜎min(𝐾(𝑦; 𝑝)(𝐼, 𝐼)) | 𝐼0(𝑝∗) ⊆ 𝐼 ⊆ 𝐼1(𝑝∗)}。

现在，我们可以将 [53]中证明的微扰响应上界重新表述如下。
引理 B.18． 在假设 6.2下，存在 𝑝∗的一个 𝜀-邻域 𝔹(𝑝∗, 𝜀)，使得对邻域内问题的
任意参量 𝑝, 𝑝′ ∈ 𝔹(𝑝∗, 𝜀)，都有

‖𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧, 𝜉𝑡1∶𝑡2; 𝐹 )𝑦𝑡/𝑣𝑡

− 𝜓 𝑡2
𝑡1 (𝑧′, 𝜉′

𝑡1∶𝑡2
; 𝐹 )𝑦𝑡/𝑣𝑡‖

⩽

𝐶
⎛
⎜
⎜
⎝
𝜆𝑡−𝑡1 ‖𝑧 − 𝑧′‖ +

𝑡2

∑𝜏=𝑡1

𝜆|𝑡−𝜏| ‖𝜉𝜏 − 𝜉′
𝜏‖

⎞
⎟
⎟
⎠
。

其中常系数 𝐶 > 0和衰减因子 𝜆 ∈ (0, 1)由下式决定：

𝐶 ∶=
(

𝜎𝐾𝜎𝑅
𝜎2

𝐾 )

1
2

， 𝜆 ∶=
(

𝜎2
𝐾 − 𝜎2

𝐾

𝜎2
𝐾 + 𝜎2

𝐾 )

1
8

，

这里 (𝜎𝐾 , 𝜎𝑅, 𝜎𝐾 )为关于诸参量 𝑝 ∈ 𝔹(𝑝∗, 𝜀)的奇异值有界特征组。
证明． 参见 [53]中定理 4.5的证明。 ∎
最后，我们仍然如之前所做的那样，得到定理 6.2的证明。

定理 6.2的证明． 容易验证：假设 6.2保证性质 3.1成立；引理 B.18则保证性
质 3.2 对某一半径 𝑅 及函数 𝑞1(𝑡) = 0、𝑞2(𝑡) = 𝐻6𝜆𝑡

6、𝑞3(𝑡) = 𝐻6𝜆𝑡
6 成立，其中

𝐶6 ∶= 𝐶、𝜆6 ∶= 𝜆的定义见引理 B.18。这时，代入微扰分析基本定理，即可得到
定理 6.2的结论。这就完成了证明。 ∎
我们指出：定理 6.2就其系统模型而言是最一般的，但就其结果的强度而言

却是最弱的（当然，这并不令人诧异）。事实上，定理中的邻域半径 𝑅和 𝜀都没
有显式表达式，因此终端代价函数的参考点 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡)在实际系统中是难以确定的。
不过，在某些特殊的假设下也可以巧妙地取定符合假设的 ̄𝑦(𝜉𝑡+𝑘∣𝑡)。例如，若保证
不确定性参数的真值有上界 ‖𝜉∗

𝑡 ‖ ⩽ (1−𝜆6)𝑅
𝐻6
，则容易看到

‖𝜓𝑇
0 (𝑥0, 0; 𝐹𝑇 )𝑦𝑡+𝑘

− 𝑥∗
𝑡+𝑘‖ ⩽ 𝑅。

因此，将 𝜓𝑇
0 (𝑥0, 0; 𝐹𝑇 )𝑦𝑡+𝑘

的指示函数作为输入MPC𝑘的终端代价函数 𝐹𝑡+𝑘，就

可以满足定理 6.2的假设。如此即得到一般系统中保证 MPC𝑘控制器的超额代价
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有上界的一种可能实现方式。

B.8 非指数衰减的微扰响应上界

在 3.1节中，我们曾指出微扰响应上界并不一定具有指数衰减的形式，但在
此前讨论的全部系统实例中都没有出现这样的情况。事实上，上述各系统的微扰

响应上界都依赖对系统性质的假设，而正是这些假设保证了指数衰减的微扰响应

上界存在。根据文献和经验，指数衰减的微扰响应上界是最普遍的。

那么，是否存在一些特殊的系统，其中不成立指数衰减的微扰响应上界呢？

答案是肯定的。本节将给出一个简单的系统实例，其微扰响应不是指数衰减的。

构造的基本思路是恰当地配置代价函数的最小值点和约束条件，使得控制器只能

被动地“追赶”最小值点却不能充分接近之，从而最大程度地限制其行为。

例 B.1 (非指数衰减的微扰响应上界)． 考虑最优控制问题（2.1）的实例

minimize
𝑥0∶𝑇 ,𝑢0∶𝑇 −1

𝑇

∑
𝑡=0

‖𝑥𝑡 − �̄�𝑡‖2

subject to 𝑥𝑡+1 = 𝑥𝑡 + 𝑢𝑡， ∀0 ⩽ 𝑡 < 𝑇， （B.39）

− 1 ⩽ 𝑥𝑡 ⩽ 1， − 1 ⩽ 𝑢𝑡 ⩽ 1， ∀0 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑇，

𝑥0 = 𝑥init。

其中，系统参量的预测都是准确的，代价函数的参考点 �̄�𝑡如下选取：

�̄�𝑡 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1 𝑡是奇数

−1 𝑡是偶数
， ∀𝑡 ∈ [1, 𝑇 − 1]。

当 𝑇 为偶数时，考虑该系统中终端代价函数为指示函数的有限时间最优控制问
题 𝜓𝑇

0 (0, 𝜉∗
0∶𝑇 −1, 𝜁𝑇 ; 𝕀)（即问题有双端状态约束 0、𝜁𝑇）。如果取末态 𝜁𝑇 = −1

2 + 𝜀
（其中 𝜀 < 1

2(𝑇 −1)），不难验证最优控制轨迹将做振幅为 1的上下振动，即

𝜓𝑇
0 (0, 𝜉∗

0∶𝑇 −1, −1
2 + 𝜀; 𝕀)𝑦𝑡

=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2 + 𝜀 𝑡是奇数

−1
2 + 𝜀 𝑡是偶数

，

类似地，当 𝑇 为奇数时，如果取末态 𝜁𝑇 = 1
2 + 𝜀（其中 𝜀 < 1

2𝑇），最优控制轨迹同
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样将做振幅为 1的上下振动，即

𝜓𝑇
0 (0, 𝜉∗

0∶𝑇 −1, 1
2 + 𝜀; 𝕀)𝑦𝑡

=
⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2 + 𝜀 𝑡是奇数

−1
2 + 𝜀 𝑡是偶数

。

由此可以得到 𝑇 为偶数时的微扰响应上界

‖𝜓𝑇
0 (0, 𝜉∗

0∶𝑇 −1, −1
2 ; 𝕀)𝑦𝑡

− 𝜓𝑇
0 (0, 𝜉∗

0∶𝑇 −1, −1
2 + 𝜀; 𝕀)𝑦𝑡‖

= 𝜀，

以及 𝑇 为奇数时的微扰响应上界

‖𝜓𝑇
0 (0, 𝜉∗

0∶𝑇 −1, 1
2 ; 𝕀)𝑦𝑡

− 𝜓𝑇
0 (0, 𝜉∗

0∶𝑇 −1, 1
2 + 𝜀; 𝕀)𝑦𝑡‖

= 𝜀，

它们均不随扰动时刻 𝑇 与观察时刻 𝑡的间隔 𝑇 − 𝑡而衰减。 ∎
使用相同的思路，还可以构造这样的实例，其中任意在线控制器的性能竞争

比都将有下界 1 + 𝛺( 1
𝑘2 )（𝑘是控制器的预测视野），这里限于篇幅原因不再赘述。

以上反例从不同的侧面反映了微扰响应衰减速率对控制器性能的影响。
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Now this is not the end.

It is not even the beginning of the end.

But it is, perhaps, the end of the beginning.

— Sir Winston Churchill
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